Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

'Semana 5|

1. Sejam (z,) e (w,) duas sucessoes complexas.

a) Mostre a transformagao de Abel:

n n—1
g ZpWy, = g Sk(Wg — Wgy1) — Si—1Wey, + SpWn,
k=m k=m

onde 1 <m<n,Sg=0eS,=2+...4+ 2, para k > 1.

b) Mostre o seguinte critério de Dirichlet: Se a sucessao (w,) ¢ real, positiva e w, — 0
monotonamente e se a sucessao das somas parciais da série > z, é limitada, entao
a série Y z,w, é convergente.

¢) Mostre o seguinte critério de Abel: Se a sucessao (w,) é real, limitada e monétona, e
se a série Y z, é convergente, entdo a série »  z,w, é convergente.

2. Estude a natureza (convergéncia, convergéncia absoluta, ou divergéncia) das séries

= el = emi/n R n = nsen(in
PV b) 30 = o) 3, d) 3 g,

n=1 n=1 n=1

3. Calcule os raios de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

a) > S b) ¥ (= +1-9)", ) LG+, d) Zln"z”Q.

4. Considere a seguinte série de poténcias

00 —n

n 5) se n par
E ap 2 onde a, = n .
. 3 se n impar
-

Sabendo que esta é a série de Maclaurin de uma funcao f, holomorfa em todo o seu
dominio, calcule f(1).

5. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes funcoes em torno dos seguintes
pontos:

(a) senz , em torno de z = .
(b) e* , em torno de z = 2.

(c) z%¢* , em torno de z = 1.
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6. Para cada fungao e regiao indicada, determine os desenvolvimentos de Laurent:

(a) X, |z| > 1.

z—1 7

(b) 2° (6% + z) , |z] > 0.

(C) (ZZ_;z)Z ) |Z o Z’ > 1.

(d) (322 —1)sen (m3+z>, 2] > 0.

23

1
(2°-1)

7. Determine a série de Laurent de nas seguintes regioes:

(a) 0<|z—1]<2.

(b) 2<|z—1].

e calcule os seguintes integrais:

1
(a) ]{z—ul —(22 - 1)2 dz .

8. Calcule

1
dz .
7{2,:2 (=i +(-1)—6) ()"

Sugestao: Considere £ = z — i e desenvolva em série de poténcias de &.

1
46

9. Considere a funcdo zeta de Riemann definida por

o) Y
n=1

Recorrendo ao Teorema da Convergéncia Holomorfa, mostre que ((z) é holomorfa em

Q={z:Rez>1}.

(Esta fungao é extremamente importante em Teoria Analitica dos Nimeros e o mais
famoso problema actualmente em aberto da Matematica, a conjectura de Riemann, diz

respeito a localizacao dos zeros (do prolongamento analitico) da fungao zeta.)
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10. Seja (z,) uma sucessao em C com zj, # —1,Vk. O producto infinito [~ (1 + z) diz-se
convergente se a sucessao dos productos parciais ([[,_, (1 + z;)) converge em C \ {0}
quando n — oo, sendo entao

ﬁ1+zk = leH + 2k).
k=1 =1

a) Mostre que se [[r—, (1 + 2x) converge entdo zx — 0.

b) Suponha que |z;| < 1. Mostre que [];— (1 + ;) converge se e sé se Y oo, log(1 + z)
converge, onde log(+) é o ramo principal do logaritmo.

c¢) Mostre que [[,—, (1 + |zx|) é convergente se e s6 se >~ |2, é convergente.

d) Mostre que []o—;(1 + 2) é convergente sempre que [[;—, (1 + |2¢|) também o for.

11. Considere a fungao zeta de Riemann ((z), holomorfa em Rez > 1. Seja {p1,p2,...} 0
conjunto de todos os niimeros primos.

a) Mostre, por indugao, que
L=pr )1 =p3) - (L=p, ") (2) =1+ Y m ™.

onde P, ¢ o conjunto dos inteiros maiores que 1 e que nao sao diviziveis por qualquer
dos primos py, ..., Pn-

b) Conclua que, em Rez > 1, se tem



