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1) Seja α : R → R uma função de classe C2, e considere uα : R2 → R dada por:

uα(x, y) = x2 − y2 − α(x)y.

a) Determine a forma geral da função α por forma que uα seja uma função
harmónica.

b) Determine uma função harmónica conjugada de u(x, y) = x2 − y2 − 3xy.

2) Calcule os integrais (considerando as curvas percorridas no sentido positivo):∮
|z−i|=1

sen z

z − i
dz,

∮
|z−i|=1

2z

(z − 3)(z − i)2
dz

3) a) Obtenha o desenvolvimento em séries de Laurent de

f(z) =
1

(z − 1)(z − 3)
,

em torno dos pontos z = 0 e z = 1, indicando as respectivas regiões de
convergência.

b) Aproveite o resultado da aĺınea anterior para calcular:∮
|z|= 1

2

1

(z − 1)(z − 3)
dz,

∮
|z−1|= 1

2

g(z)

(z − 1)(z − 3)
dz,

onde g é uma função anaĺıtica em {z ∈ C : |z−1| < 1
2
}, e tal que g(1) = 1.

4) Utilize o Teorema dos reśıduos para calcular:∫ +∞

−∞

x + 2

x4 + 2x2 + 1
dx.

5) Determine a solução do problema de valor inicial

dy

dt
+ y(

t

t2 + 1
) = sen t cos t,

indicando o intervalo máximo de existência da solução.


