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Justifique cuidadosamente todas as respostas.

(3val.) 1. Esboce geometricamente, tdo precisamente quanto possivel, os seguintes subconjuntos de C

Q0 = {zeC:z4:—1}
N = {z€C:z=e¢" com Re(w) € [log(0,9),0], Im(w) € [0, ]}

(5val.) 2. Considere as fun¢des complexas ¥(z) = i(2)? e p(z) = 22.

(i) Estude 1) e ¢ quanto a sua diferenciabilidade.

(ii) Aproveite o resultado da alinea anterior para esclarecer se a afirmacdo seguinte é ver-
dadeira ou falsa: “Se v € harmdnica conjugada de u, entdo u € harmdnica conjugada de
v.”
(Observacio: relembre que g : C — R € harmdnica conjugada de f : C — R se ambas

sdo harmonicas e se f + ig € holomorfa.)

( 5val.) 3. Determine todas as séries de poténcias centradas em zy = 0 da fun¢do complexa definida por

9(z) = =25 e esclarega cuidadosamente quais as respectivas regides de convergéncia.
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(7val.) 4. Considere a funcdo definida pela expressdo f(2) = 7.

(i) Determine e classifique todas as singularidades de f.

(ii) Calcule o valor de ﬁy f(2)dz onde ~y é a fronteira da regido {z € C: |z| €]0, R[,arg (z) €
10, 7[}, percorrida uma vez em sentido directo e R é uma constante maior que 1.

(iii) Mostre que |frf(z)dz{ < R’Zlfl, onde I' C v é a semicircunferéncia.

(iv) Seja F = f|g . Utilizando os resultados das alineas anteriores, calcule [ F'(x)dz.



Resolucao:

1. Oselementos do conjunto €21 sdo os complexos cuja poténcia quarta é —1, ou seja, sdo as raizes
quartas de —1. Como —1 = 1¢&*™ conclui-se, pela férmula de De Moivre, que os elementos de

Q) sdo
20 = eur/47 2 = 6237r/47 29 = 6157r/4’ 23 = 6277r/4

e portanto o esboco geométrico pedido é o apresentado na figura seguinte:
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Figura 1. O conjunto €

Para esbogar o conjunto €25 convém comecar por observar que os seus elementos, z, sdo a
imagem, pela funcdo exponencial, de pontos w, no rectangulo seguinte
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D A

Figura 2: O rectangulo dos w
Os lados deste rectangulo podem ser parametrizados do seguinte modo, onde em todos os
casos tem-se t € [0,1] :

AB : wi(t)=tB+(1-t)A
BC : wy(t) =tC+ (1 -1
(( )

~+ &+ S S

(04 im) + (1 —t)(0 +40) = tmi,
(log (0,9) +im) + (1 — )(0 + im) = tlog (0,9) + i,
(

CD : w3t)=tD+(1—t
DA : wy(t) =tA+(1—1)

B
C
D

(0 +40) + (1 — t)(log (0,9) +70) = (1 — t)log (0,9).

Atendendo a que, sendo w = x + iz, se tem z = e = e*(cosy + iseny) tem-se o seguinte,
sempre com t € [0, 1]:

e = cos (tm) + isen (tm),

e (0,9)tcos (1) = —(0,9)*

ews® = 0,9(cos ((1 — t)m) + isen ((1 — t)7))
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log (0,9) +30) + (1 —t)(log (0,9) + im) = log (0,9) + (1 — t)mi



E imediato observar que o primeiro e o terceiro casos sao parametrizagdes de semi-circunferencias
centradas na origem e de raios 1 e 0,9 respectivamente. A primeira percorrida em sentido
directo e a outra em sentido inverso. Os segundo e quarto casos sdo parametrizacdes de seg-
mentos de recta no eixo real: o segundo entre os pontos —1 e —0.9 e a outra entre 0.9 e
1.
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Como um ponto arbitrdrio interior ao rectangulo dos w (por exemplo 3log (0,9) + iZ) é
transformado num ponto no interior da regido limitada pelos arcos de circunferencia e seg-
mentos de recta que acabdmos de referir (no exemplo escolhido: /0,9i e observe-se que
0,9 < /0,9 < 1.) podemos concluir que o conjunto 2 é o esbocado na figura seguinte:

Figura 3: O conjunto €5

2. (i) A fungdo ¢ é holomorfa em todo o plano complexo C atendendo a que é um o producto
de z +— z por ela prépria e esta funcdo é holomorfa (porque é linear.) Quando a fungdo
1 : considerando z = z + iy tem-se (z) = i(x — iy)? = i(z? — y* — 22yi) = (22y) +
i(x? — y?). Como a funcdo (2xy,z? — y?) é diferencidvel no sentido de R? (porque as
suas componentes sdo polinémios), conclui-se, pelo Teorema de Cauchy-Riemann, que a
1 serd diferencidvel se e sé se as equacbes de Cauchy-Riemann forem satisfeitas. Mas
como 5 5

g (2my) =2y # —2y = a—y(ﬂc2 ~y°)

amenos quey =0 e

0 0,59 o

—(2z2y) =22 # 20 = ——(2" —

By( y) # 5 & Y)
a menos que x = 0, concluimos que o tnico ponto de C onde v é diferencidvel é 0 + 0
e portanto 1 n3o é holomorfa em ponto nenhum.

(i) Observando que (2) = (z +1iy)? = (2% — y?) + i22y e atendendo 3 diferenciabilidade
desta funcio vista na alinea anterior, tem-se que 2zy e 22 — y? sdo funcdes harménicas.
Ainda pelos resultados da alinea anterior conclui-se que 2zy é harménica conjugada de



22 —y? (porque ¢ é holomorfa) mas x2 — y? n3o é harménica conjugada de 2xy (porque
1 ndo é holomorfa.) Consequentemente, a afirmagdo do enunciado é falsa.

3. A fungdo g tem singularidades nos zeros do polinémio 1 — 22, isto é, em 2z, =1 e z_ = —1.
Como o polinémio é de segundo grau, cada um destes dois zeros terdo de ser zeros simples.
Sendo cosz_ = coszy = cosl # 0, conclui-se que z4 s3o pdlos simples de g, e sdo as
nicas singularidades dasta funcdo. Consequentemente, recorrendo aos Teoremas de Taylor e
de Laurent, podemos concluir que g tem duas séries de poténcias centradas em zg = 0 : uma
série de Taylor, convergente em D(0,1) e uma série de Laurent convergente em D(0; 1, 00).
Para obter estas séries recorremos ao conhecimento do desenvolvimento do coseno em série de
Taylor e a expressdo da soma de uma série geométrica. Vejamos: sabe-se que
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Consequentemente tem-se, em D(0, 1), o seguinte:
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e em D(0;1,00) tem-se
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4. (i) Atendendo a que f é uma fungdo racional (i.e., é a razdo de duas fung¢des polinomiais)
é holomorfa excepto nos zeros do denominador os quais serdo singularidades isoladas
(porque um polinédmio tem um ndmero finito de zeros...) Os zeros do denominador sdo
as raizes quartas d e —1, as quais ja foram calculadas na resposta a pergunta 1, e sdo

20 = eur/47 2 = ez37r/47 2y = e257r/47 23 = ez77r/4



(iii)

. E claro que, sendo os quatro zeros distintos e sendo o polinémio z* + 1 de grau 4, os
zeros serdo todos simples e como a fun¢do no numerador de f é constante e,em particular,
ndo terd zeros em nenhum dos z, concluimos que as Unicas singularidades de f s3o os
pontos zj, e sdo pdlos de ordem 1.

Observando que, para qualquer k& € {0,1,2,3}, tem-se |zx| = 1 < R e ainda que
arg (zp), arg (z1) €]0, w[ mas arg (z2), arg (z3) €]0, 7|, conclui-se que I(~y, z3) = I(7, z3) =
0. Além disto, como ~y é percorrida uma vez em sentido directo, tem-se I(v,zp) =
I(7,21) = 1. Por outro lado, atendendo a que j& se concluiu que as singularidades sdo
pdlos simples, tem-se

Res(f,z0) = lim,_, (2 — 20)24;_’_1
— lim "
T2 = 20)(2 — 21)(2 — 22)(2 — 23)
1
(20 — 21)(20 — 22) (20 — 23)
e
. 1
Res(f,z1) = lim._, (z— 21)24—_’_1
= lim F A
T (2 — 20)(z — 21)(2 — 22)(2 — 23)
1

(21 = 20)(21 — 22) (21 — 23)
Escrevendo os z, na forma cartesiana tem-se
1 1
20 = —= 21

NG

1 .
29— ——F—= —1—F—= 23 =

11 1 IR
VRN NG VRN

ou seja,
21—20:—\/52\/56“‘—, 21— 29 :j\/i:\/iei”/Q, 21—23:—\/§—|—Z'\/§:26i37r/4
20 — 21 :\/5:\/56207 ZO_ZQZ\/§+7:\/§:2€M—/47 ZO_ZSZi\/i:\/ieiﬂ—/Qa

e portanto
1 _, 1 1 1 _. 1 1
Res(f,20) = e ™4 = - —j—_ Res(f,z1) =-e ™= —j—
Pelo Teorema dos Residuos pode-se entdo concluir que
—1 T
z)dz = 2mi(Res(f,z9) - 1+ Res(f,2z1) - 1) =2mi——= = —.
§ £(2)e = 2riRes(f20) 1+ Res(f, 1) 1) = 2w =

Atendendo aos resultados basicos sobre integrais de linha e relembrando a desigualdade
triangular escrita como |a + b| > |a| — ||, tem-se

/Ff(z)dz S/F 1 TR

1 1
< p— _ -
z4+1“dz‘—/FR4—1’dZ’ R4—1/F’dz’ RI 1

onde na dltima igualdade foi usado o facto do integral fr |dz| ser, por defini¢do, o com-
primento da semicircunferéncia I', ou seja TR.




(iv) Como a fungdo F' é integrdvel em R podemos escrever

/RF(m)da} = 1im Ao /R F(z)dz.

-R

Atendendo a que a curva v pode ser encarada como a concatenacdo das curvas I' e
[— R, R], pode-se escrever, atendendo ao resultado da alinea (ii),

/_};F ()de = j{ f(2)dz — /F F(2)dz

= %—/Pf(z)dz.

Usando a alinea anterior, o integral sobre I' converge para 0 quando R — 400 e aplicando
este limite a igualdade anterior tem-se

/R F(z)dz = %



