Calculo Diferencial e Integral 1

Problemas de preparacao para o Teste 11

1 - Calcular o integral

/1 V1— 22
——dx
o x+1

através da mudanga de varidvel z = sin(y).

Resolucao:

/1 \/1—x2d /2 /1 — sin?(y)
—_—aAr = —_—mmm
0

r+1 0 sin(y) + 1

/2 cos?(y ™21 — sin? Y
[ W) 4y
0 0

sin(y) + 1 sin(y) + 1

w/2 . /2 T
= / 1 =sin(y)dy = [y +cos(y)lg”" = 5 — 1.
0

cos(y) dy =

2 - Calcular, por integragao por partes,

/1 In(1 + 2?) dz.
0 ($+1)3
Resolucao:
n(1 + 2?) 1 | 2
—d.:——1121/ dr =
/0 wrp T gy et | T 2

@ N
-8 +/0 (x+1)2(1+a:2)d’

Determinamos constantes Ay, Ay, By, B satisfazendo

X . A0+A1(I+1) BQ+Ble.
(x+1)2(1+22) (z+1)2 1+a22 7




isso pode ser feito pelo método dos coeficientes indeterminados, ou
seja, reduzindo a soma da direita ao mesmo denominador e igua-
lando os numeradores para obter equagoes para os coeficientes: neste
caso temos

= (Ao + Ai(z +1))(1+2°) + (Bo + Biz)(1 + 2)* Vo € R;

podemos deduzir equagoes para os A; e B; quer comparando coefi-
cientes de monémios do mesmo grau, quer comparando valores de
ambos os lados da igualdade para diferentes valores de z: por ex-
emplo, o coeficiente de 23 na expressao do lado direito é A; + By e
portanto obtemos a equagao

A1+ By = 0;

j4 o termo independente do lado direito, ou seja, o coeficiente de 22,
é Ag + A1 + By e portanto

Ay + A1+ By =0;

por outro lado, atribuindo por exemplo o valor x = —1, obtemos a
igualdade

e pondo x =1,
2A0 +4A1 +4By+ 4B, = 1;
Resolvendo este sistema de equacoes, obtemos
Ao=By=1/2;A;, = B, =0,

e portanto

1

[ e [ Gare ranm) = o+ seeee),

3 - Calcular o integral
|
———dx
1 22+ 1

usando a mudanga de variavel y = v/x + 1.



Resolugao: Temos x =y> — 1 e

3 2 2
L / L o 2/ 2y
————dr = | ———52ydy = —— dy.
1 a?Vr+1 vz (Y2 —=1)%y vi(y?—1)2

Neste caso precisamos de determinar constantes A; e B; satisfazendo

1 1 o A0+A1(y—1) BO+B1(y+1)

WP—12 (y-12y+12  (y—1)7? (y+1)

Em vez de seguir o mesmo caminho do exercicio anterior, vamos

determinar as constantes por outro m]’etodo, baseado na férmula
de Taylor: multiplicando ambos os lados da igualdade por (y — 1)?

obtemos

1
(y + 1)

— Aot Ay — 1)+ (y — 1) (B“Bl(y“)),

(y + 1)

1
(y+1)*”

flx) = Ao+ Ai(y — 1) +o(y — 1),

e portanto Ag+ A (y—1) é o polinémio de Taylor de f(x) de segunda
ordem, relativo ao ponto yy = 1. Assim

1 1

AO — f(l) — Z, Al — f/(l) - _Z

Um célculo semelhante, multiplicando por (y + 1)?, conduz a, des-

ignando g(x) = ﬁ,

ou seja, sendo f(z) =

g(x) =By+ Bi(y+1)+o(y+1)

e portanto

By = 9(_1> =

Assim, o integral acima fica igual a

1/2 1 L1 1
2)psly—17 y—1 (y+1? y+1

{ L p— 1(+1)2
=|-———-I(y-1)——— Iy



4 - Calcular a drea da regiao do plano representada pelo conjunto

A={(n,y) eR*:y<3—2°N-22<y<1l—-2z}

Resolugao: A pardbola y = 3 — 22 intersecta a recta y = —2x
nos pontos (—1,2) e (3, —6), e intersecta a recta y = 1—x nos pontos
(—=1,2) e (2,—1). A regido A é a unido

{(z,y): —1<x<2 20 <y<l-z}U{(z,y):2<x<3 —2r<y<3—2°}

e a sua area ¢é

2 12 33'3

2 3
/ l—z—(—2x) d:p+/ 3—2°—(—27) dx = [x+x—]2_1+[3at—l————]§.
o ) 2 2 3

5 - Calcular o volume do sélido gerado pela revolugao em torno
do eixo = = 0 do conjunto

D ={(z,y) eR?: (z —2)* <y <z}

Resolugao: a parabola y = (x —2)? intersecta y = x nos pontos
(1,1) e (4,4); para cada 0 < y < 4, a intersec¢ao do sélido com o
plano perpendicular ao eixo x = 0 nesse valor de valor de y é uma
coroa circular; se 0 < y < 1, as circunferéncias interior e exterior
dessa coroa sao determinadas pelos dois pontos da parabola corre-
spondentes: y = (z — 2)* & x = 2+ /y e estes dois valores sao os
raios dessas circunferéncias; se 1 < y < 4, a circunferéncia interior
édeterminada pela recta x = y e a exterior pelo ramo da pardbola
r=2+,/y.

De acordo com a férmula para o volume com integral da drea dessas
coroas circulares, temos

V:/lﬂ(2+\/@2—#(2—\/5)2dy+/47r(2+\/5)2—7ry2dy.

E também possivel calcular o volume como o integral das areas
das superficies cilindricas determinadas por cada valor de x: para



cada 1 < x < 4, essa secgao cilindrica do sélido tem area 27z (x —
(r — 2)?) e portanto

V= /14 2rz(z — (x — 2)?) dz.

6 - Determinar o dominio e a derivada da funcao
F(z) / ’ ! dt
T) = —_—
. 1+ In(?)

7 - Determinar para que x > 0 é que o integral

x+1
/ Vite tdt

tem valor maximo.
Determinar se o integral

—+00

Ve tdt

0

é convergente ou divergente.

Resolugao: A funcao
z+1
F : [0, +o0o[— R, F(z) = / Ve tdt

¢é diferencidvel e

F'(x) = Vo +1e @) — /ze™ = e (Vo + Le7! — V/2).

Portanto
+1 1
F’(x)>0<:m/x—>e<:>0<x< i
T e —1

ou seja F'(x) é positiva no intervalo |0, 62%1[ e negativa em | 62—1_1, +o0],
1
e2—1"

e F(z) atinge o valor maximo em x =




Para determinar se o integral
+oo

Ve tdt
0

é convergente ou divergente, podemos comparar a fungao integranda

com e~ %2: como

t —t
lim Vie = lim \/Ee_tﬂ:(),

t—+oo e~ t/2 t—+o00

por aplicacao da regra de Cauchy, podemos concluir que existe M
tal que
> M = Vet <2

Logo

+oco M +o0
/ \/Ee_t dt = / \/Ee_t dt + / \/z_fe_t dt
0 0 M

e a primeira parcela é finita, por ser o integral de uma funcao
continua limitada num intervalo limitado, enquanto que

“+oo —+00

Vie tdt < / e 2dt = lim [—2e'/?)5, = 27 M/2,

M M b—+o0

Em conclusao, o integral é convergente.

8 - Justificar que
+00 t
—dt < 7/2.
/0 rEpran KLU

Verificar que
t? _ t
(R+12  Brt+l

+o00 t
4 < —dt.
™/ /0 Brt+1

e que portanto

Resolucao:

400 t 400 t 400 1
/ —dt</ dt:/ dt = /2.
o tHt+1 o B3+t o t?+1




A desigualdade
t? t
<
(2412 B+t+1
é equivalente, para t > 0 a

PE+t+1) <t +1)’ <0<t -t +1

que se verifica facilmente ser verdadeira. Portanto

400 t +00 t2
—dt > —— dt;
/0 B34+t4+1 /0 (2 +1)2 7

Este tdltimo integral pode ser calculado por uma integragao por
partes:

/ﬁo Ltdt—[—;]er/m;dt
o (2412 b2tz 4 1) o 22+1) 7

A primeira parcela tem o valor 0 enquanto que a segunda é 7 /4.

9 - Determinar um polinémio p(x) com grau o menor possivel que
satisfaca a condicao

x?+3
— p(x)

14 _
illﬂ (:L‘—l)3 =0

Resolugao: O polinémio de Taylor de terceira ordem da fungao
2

e+ 3 . P .
f(z) = ——, relativo ao ponto 2y = 1, é 0 inico polinémio de grau

1+2
menor ou igual a 3 que satisfaz aquela condicao. Esse polinémio é
A1 fé(1 )
p(@) = £1) + O - 1) + B 12 0 gy

mas podemos determinar os seus coeficientes sem calcular directa-
mente as derivadas: sabemos que

1 41— z Z(_l)kxk

k>0

para |z| < 1. Do mesmo modo,

1+1mT_1 _ %Z(_l)k (x;1>k

1 1

l+z 24 (x—1)

N



para | fracx — 12| < 1, e portanto, nesse intervalo,

f@) =@ +3) 3 e = 1)

k>0
O resto de terceira ordem desta série Ss3(z) = >, ;—?f(x — 1)k
satisfaz a condigao
. 53(x)
910131% w17 0.
Portanto
~ (1"
f(@) = (a* +3) <Z S (@ = 1) +ol(w - 1)3)> ;
k=0

como o segundo factor é um polinémio representado em poténcias de
x — 1, reescrevemos também o primeiro factor nessa forma: fazendo
z=x—1,

2 43=(2+1)2+3=4+22+22 =442~ 1)+ (z — 1)
e finalmente
1 z—-1 (z—-1?2 (xz—-1)3

f(x) = (4+2(x—1)+(z—1)?) (5 -t s 16 +o((x — 1)3)> =

P G M Gt O 3
=2+ 5 T a1 +o((x —1)%)

e portanto, pelo resultado citado acima, o polinémio pretendido é
(z—1? (z—1)°
2 4

p(r) =2+

10 - Determinar a série de Taylor, relativa ao ponto 1, da funcao
g(x) = In(1 + z) e indicar qual o maior intervalo aberto em que a
série representa a funcao.

~ ! .
Resolugao: Notamos que (In(1+x)) = 1—. Como se viu no
exercicio anterior,

1 1 N (D K
1—|—x_2—i-(x—1)_Z 2k+1 (z=1)




no intervalo em que a série converge, ou seja |%*| < 1. No interior
desse intervalo, a série de poténcias pode ser primitivada termos a
termo, sendo que a série resultante converge no mesmo intervalo.
Assim
(—D)F
(k + 1)2k+1
1

€ uma primitiva de - naquele intervalo e portanto difere de In(1+
x) por uma constante. Fazendo x = 1 na série, concluimos que,
sempre no intervalo |$T_1| <1,

SUME>0 (z — 1)k

(=DF

k+1
Gz

In(x) = In(2) + sumg>o

e portanto esta é a série de Taylor pretendida.

11 - Determinar o intervalo de convergéncia da série de poténcias

Resolucao: O raio de convergéncia R da série é determinada

por
L 1 1
p— m - = =
R k—+o0 Qkk2 2

e portanto a série converge para |x + 1| < 2 e diverge se |z + 1| > 2.
Resta verificar o comportamento da série nos extremos do intervalo:
se x = 1 ficamos com )

> i

k>1

que € convergente, o que se pode comprovar por exemplo por comapragao
. “+o00 . ,
com o integral fl x—12 dz. Se v = —3 a s’erie é

—1)*
Z(ka)

k>1

que é também convergente, ja que a série dos médulos converge.



