Elementos de Matematica Finita

Exame - 10/01/2020

Atencao: justifique cuidadosamente todas as respostas

Cada pergunta tem a cotacao de 2 valores. O exame consiste em trés perguntas
de cada grupo mais uma a escolha.

1. Determinar (ou mostrar que nao existem) todas as solugoes com x,y > 0 da
igualdade
23x + 13y = 1000.
Resolucgao : Por aplicacao do algoritmo de Euclides temos

1=23x4—-13x7=23x(4—13k) + 13 x (=7 + 23k),

e portanto
1000 = 23 x (4000 — 13k) + 13 x (—=7000 + 23k).

Deduzimos que as solugoes pedidas sao
xr = 4000 — 13k, y = —7000 + 23k,

com
13k < 4000 A 23k > 7000 < 305 < k < 307,

ou seja, temos os pares (x,7)

(35,15), (22,38), (9,61).

2. Determinar (ou mostrar que nao existem) as solugoes 0 < x < 2020 de

2" =111 mod 2020.



Resolucao : Como 111 “ primo com 2020 e 2020 = 4 x 5 x 101, e portanto
»(2020) = 2 x 4 x 100 = 800 que é primo com 7, a equacao tem solugao tnica. A
form mais simples de a calcular “ provavelmente por aplicacao do Teorema Chinés

dos Restos:
2" =111 mod 4

2'=111 mod 2020 < { 2"=111 mod 5
z'=111 mod 101

Este sistema é equivalente a

r=3 mod4 r=3 mod4
=1 modb << =1 modb
z'=10 mod 101 =10 mod 101

aplicando o Teorema de Fermat. A ultima equacao resolv-se facilmente notando
que 10> = —1 mod 101 e que portanto 10** = 10> = —10 mod 101. Ficamos
portanto com o sistema

r=3 modH4
=1 mod?5
z=—10 mod 101

que tem como solucao 91 mod 2020.

3. Dado um primo impar e m > 0, sejam gy, - - - , g; as raizes primitivas modulo
p™. Calcular Hle g; mod p™.

Resolugao : Para cada i existe um (e um s6) 0 < s; < ¢(p™), primo com ¢(p™),
tal que g; = g;*. Portanto

t
— ZS m
[[9i=9" modp™,
i=1
onde o expoente ¢ a soma de todas as classes médulo ¢(p™) = p™1(p — 1) primas
com este valor. Mas se s é uma dessas classes, —s também o ¢é; além disso s e —s

nao sao congruentes modulo ¢(p™), a ndo ser num dnico caso:
s=-—s mod ¢(p") = 1=-1 mod ¢(p™),

2



uma vez que s é invertivel modulo ¢(p™); ora esta ultima congruéncia sé é ver-
dadeira se ¢(p™) = 2, ou seja, se p =3 em = 1.

Este caso pode ser deduzido directamente: a tinica raiz primitiva é 2. Em todos os
outros casos, o raciocinio anterior mostra que a soma » s das classes primas com
o(p™) é congruente com zero e portanto Hf.:l g; =1 mod p™.

4.

a) Determinar para que valores de m > 0 é que 2™ + 1 é residuo quadrético
mod 5.

b) Seja m = 0 mod 4. Mostrar que se n = 2™ + 1 é primo entao 5" = —1
mod n.

¢) Mostrar que a reciproca é verdadeira: se n = 2" + 1, com m = 0 mod 4, e
n—1 ~ , .
572 = —1 mod n, entao n é primo
Sugestao: na alinea c), considerar um factor primo p de n e determinar a ordem
de 5 modulo p.

Resolucao : Os resduos quadraticos modulo 5 sao 1 e 4; por outro lado

2 sem=0 mod4
3 sem=1 mod4
0 sem=2 mod4
4 sem=3 mod4

QM 4] =

portanto 2™ + 1 é residuo quadratico mod 5 se e s6 se m =3 mod 4.
Sem =0 mod4en = 2" 4+ 1 é primo, deduzimos da Lei da Reciprocidade
Quadratica que 5 nao é residuo quadratico mod n:

(5ln) = (n]5) = —1.

Mas entao, pelo critério de Euler, 5 = —1 mod n.
Suponhamos agora que 57 = -1 mod n, e, seguindo a sugestao, seja p um divisor
primo de n. Seja d a ordem de 5 mddulo p; a hipdtese implica que 57" = 1



mod p e que 52" = 1 mod p, logo d = 2™. Mas entdao 2™ | (p — 1), ou seja,
p =12 + 1 para algum ¢ inteiro. Deduzimos que p = n e portanto n é primo.

I1

5. De quantas maneiras podemos ordenar os inteiros {0,1,---,99} de modo a
que

a) haja o mesmo nimero de miltiplos de 3 nas metades inicial e final da sequéncia?

b) as poténcias de 2 fiquem por ordem crescente?

Resolugao : a) Podemos escolher os miltiplos de 3 que ficardao em cada uma
das metades da sequéncia de (i’i) maneiras; do mesmo modo, escolhemos os nao
multiplos de 3 para cada uma das metades de (gg) maneiras. Em seguida ordenamos

os elementos de cada metade da sequéncia. O resultado final é portanto

34 (66
150!
(59 (%)

Na alinea b) Escolhemos os lugares para as 7 poténcias de 2 e ordenamos os restantes

inteiros. O resultado é 100
93!.
()

6. Dado um conjunto de primos p;, 1 <i < m, seja P = [[;-; pi. Determinar

uma expressao para o nimero de divisores positivos de P?° que nao sdo de nenhuma

das formas 22, 23, 2°, x7.

Resolucgao : P3° tem 31™ divisores positivos. Seja X» o conjunto dos divisores

que sao quadrados perfeitos, e analogamente para os divisores da forma z3, z°,

z’. Queremos calcular 31™ — | X, U X3 U X5 U X7| e aplicamos o Principio de

Inclusao-Exclusao: temos
|X2| = 16m, ‘Xg‘ = llm, |X5| = 7m7 ‘Xﬂ = 5m;

4



[ XoNXs| = 6™, [XoNX5| = 4™, [XoNX7| = [X3NX5| = 3", [X3NX7| =27, [X5NX7| = 1;
I XoNX3N X5 =2", [ XoNXsNXy| = |XoN XN X7 = [X3NX5N Xy = 1;

e finalmente |X2 N X3 N X5 N X7’ = 1.
A expressao pedida é portanto

31 — (16" + 11" + 7" 4+ 5™) + (6™ + 4" +2x 3"+ 2"+ 1) — (2" +3) + 1.

7. Sendo Si2 o conjunto das permutagoes de [12] = {0,1,--- 11},

a) Determinar, para k = 4 e kK = 5, uma férmula para o nimero de permutagoes
o € Sy2 que satisfazem o* = 1 (onde ¢ designa a permutacio identidade).

b) Determinar o nimero de permutagoes o € S12 que satisfazem o =7 com

7= (0,1,2)(3,4,5)(6,7,8)(9)(10)(11).

Resolucao : Uma permutacao o € S, satisfaz 0® = ¢ se os seus ciclos tiverem
comprimento 1 ou 5. O nuimero de permutacoes com j 5-ciclos e 12 — 55 1-ciclos é

121(41)7
(51)751(12 — 5j)!"

e portanto a formula pedida é

2 2

121(41) S 12!
(5177112 = 55)! 45 57j1(12 = 55)!

J=0

4 =, temos que considerar ciclos com comprimento 1, 2 ou 4 e a férmula

fica ligeiramente mais complicada:

I

]zOkO

No caso o

6—2j 3 6-2j

12!(31)7
kilN(12 — 45 — 2k)! Z Z 227k 1K1 (12 — 4] — 2k

Na alinea b), uma permutagao o que satisfaz 0 = 7 pode ter ciclos de compri-
mento 1, 2, 3 ou 6; isto porque um m-ciclo de o d4 origem a um m-ciclo de o2 se
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S-ciclos se m for par. Indicam-se os possiveis niumeros de

ciclos de comprimentos 1, 2, 3 e 6 que podem existir em o:

3030

m for impar ou a dois

1130
3011
1 111
no primeiro caso existe uma unica permutacao satisfazendo a condicao:

o = (0,2,1)(3,5,4)(6,8,7)(9)(10)(11).

No segundo caso o 2-ciclo pode ser constituido por quaisquer dois dos elementos
9,10, 11 (de uma tnica maneira) e os 3-ciclos sdo os mesmos do caso anterior; temos
portanto 3 permutacoes nessas condicgoes.

No terceiro caso, podemos formar o 6 ciclo com os elementos de dois dos 3-ciclos de
7, e para cada uma dessas escolhas o ciclo pode formar-se de 3 maneiras: por ex-
emplo, se o0 6 ciclo contiver os elementos 1,2, 3,4, 5, 6, ele pode ser um dos seguintes

(1,4,2,5,3,6),  (1,5,2,6,3,4),  (1,6,2,4,3,5);

temos portanto 9 permutacoes o com esse tipo ciclico que satisfazem o? = 7.

Finalmente, no quarto caso conjugamos as enumeracoes de ciclos feitas nos casos
anteriores: existem 27 permutacoes nessas condicoes.

Conclui-se que existem no total 40 permutacoes que satisfazem o? = .

8. Seja D(m,n) o nimero de caminhos entre (0,0) e (m,n) que se podem fazer
com passos (1,0), (0,1) e (1,1).
Mostrar que D(m,n) = >, () (";k)
Sugestao: classificar os caminhos em func¢ao do nimero de passos (1,1) usados.

Resolugao : Cada caminho contendo j passos (1,1) pode ser obtido de um
caminho com m — j passos (1,0) e n — j passos (0, 1), intercalando em quaisquer
das m +n — 25 + 1 posicoes resultantes os passos (1, 1). Logo

D(mn)—z m+n—27\(j+m-+n—2j _Z m-+n-—j m+n—27\
T L n—j m+n—2j ) m+n—2j n—yj N

j -



;(mifyj) ((m+n—2?)—(n—j)> :Z<m+ﬂz_j> <mﬂzﬂ>

j
e a formula do enunciado obtém-se substituindo £k = m — j.



111

9. O grafo simples G tem 15 vértices e 25 arestas. t vértices tém grau k e os
restantes tém grau k£ + 1. Determinar £ e ¢.
Quantas componentes conexas pode G ter?

Resolugao : Temos kt + (k+ 1)(15 —t) = 50 < 15k — ¢t = 35. A tnica solucao
em inteiros 0 < k <14e0<t<15ék =3,t =10, e portanto G tem 10 vértices
de grau 3 e 5 de grau 4.

Como o grau minimo ¢é 3, cada componente conexa de G tem que ter pelo menos 4
vértices, logo o nimero de componentes conexas tem que ser menor que 4. Vamos
justificar que os valores 1, 2 e 3 sao todos possiveis: para isso € util notar que os
cinco vértices de grau 4 podem formar um K5, e lembrar que para qualquer m > 4,
par, existem grafos regulares de grau 3; podemos portanto ter trés componentes
conexas, duas regulares de grau 3 (com 4 e 6 vértices) e a outra regular de grau 4,
ou duas componentes, uma regular de grau 3 e a outra regular de grau 4.

Para ver que é também possivel ter uma tinica componente conexa, podemos por
exemplo notar que existe um grafo com 14 vértices, regular de grau 3 e que se
acrescentarmos um novo vértice ligando-o a quatro dos anteriores obtemos um
grafo com a distribuicao de graus pedida.

Note-se que é possivel também ter outros grafos com duas ou trés componentes
conexas, nao isomorfos aos descritos acima.

10. Quantas folhas pode ter uma arvore com vértices v;, 1 < i < 30, em que
todos os outros vértices tém grau 3 ou 47
Determinar o ntimero de arvores desse tipo em que as folhas sao os vértices v; com
1 <4 <20.

Resolucao : Se t for o nimero de vértices de grau 3 e £ o numero de vértices
de grau 4, e j = 30 —t — k£ o numero de folhas, temos

2(14 — 1)

dk+3t+30-k —t=583k+2t =28k = 3 :



portanto 0 < 14 — ¢ tem que ser divisivel por 3, ou seja, temos os seguintes triplos
(t,k, j) possiveis:

(2,8,20),  (5,6,19),  (8,4,18),  (11,2,17),  (14,0,16).

As arvores referidas na segunda parte da pergunta correspondem ao primeiro caso;
como as folhas estao determinadas, contamos o niimero de arvores escolhendo quais
os vértices com grau 3 e grau 4 e, para cada uma dessas escolhas, o numero de
arvores com a sequencia de graus assim determinada, usando o cédigo de Priifer:
temos que escolher no cédigo de comprimento 28, 3 posicoes para cada vértice de
grau 4 e 2 posigoes para cada vértice de grau 3. O resultado final é

11. Seja G um grafo simples com n vértices, conexo e regular de grau k.
Mostrar que w(G) = n ou w(G) < 3.
Sugestao : considerar separadamente os casos k < § e k > 5. Considerar a(G)
(acrescentado no exame).

Resolugao : Seja X um conjunto independente de vértices de G com | X| =
a = a(G). Ha ak arestas a ligar X a Vi \ X; por outro lado, esse niimero tem que
ser menor ou igual a (n — a)k, logo

ockg(n—oz)k‘(:)ozgg,

a menos que k = 0. Aplicando este raciocinio ao complementar de G, conclui-se
que, ou GG ndo tem arestas, e nesse caso G = K, e obviamente w(G) = n, ou entao

w(G) = a(qQ) < 5

12. Suponhamos que os vértices do grafo GG se podem decompor numa uniao
disjunta V' = A U B de tal modo que os subgrafos induzidos G[A] e G[B] tém



numero de coloracao m, e que o numero de arestas entre A e B é menor que m.
Mostrar que entao x(G) = m.

Resolugao : As condigbes implicam imediatamente que x(G) > x(G[A]) = m.
Consideremos decomposicoes

A= |J x, B= ]V

1<i<m 1<j<m
como unides disjuntas em conjuntos estaveis. Se existir uma bijeccaom : {1,--- ,m} —
{1,---,m} tal que, para todo o i, X; U Y é estdvel, conclui-se que x(G) = m.

Se definirmos o grafo bipartido H[/,J] onde I = J = {1,--- ,m} e existe uma
aresta incidente em i e j se e s6 se X; UY) é estavel, queremos mostrar que H|[I, J]
tem um emparelhamento perfeito. Aplicamos o Teorema de Hall para deduzir que
existe um emparelhamento cobrindo I: dados

S:{il,"‘,i[}cl, N(S>:{J177jk}7

onde N(S) designa o conjunto de vértices adjacentes a algum i; € S, queremos
mostrar que [ < k.

A defini¢ao de H|[I, J] implica que paratodoo 1 <t <letodooje {1,--- ,m}\
N(S), existem z € X;, e y € Y; adjacentes em G; pela hipétese, temos [(m—k) < m
ousejal(m—k)<m—1;sel >k, entdo l(m —1) <I(m—k) <m —1, e portanto
m(l — 1) < I? — 1. Esta desigualdade implica imediatamente que [ > 1 e fica
equivalente a m < [ + 1, ou seja, a [ = m. Mas entao a desigualdade com que
comecamos este raciocinio fica

1
mm—k)<m-1lem-1+— <k,
m

e portanto [ = m < k < m contradizendo a possibilidade [ > k.
Conclui-se que para todo o S C I, |S| < |N(S)| e portanto existe um emparel-
hamento perfeito, como querfamos provar.
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