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Resumo

Este trabalho é uma breve introdugao a teoria dos espagos simé-
tricos e das algebras de Lie simétricas.

Comecamos por fazer uma pequena revisdo de alguns conceitos
elementares da teoria dos grupos de Lie e revemos a noc¢ao de co-
nexao afim numa variedade. Apresentamos depois o conceito de espaco
simétrico afim, o qual estd em correspondéncia biunivoca com o con-
ceito de espago simétrico. Ilustramos esta relacao com exemplos. Fi-
nalmente apresentamos as dlgebras de Lie simétricas (tanto do ponto
de vista abstracto como do ponto de vista de objecto infinitesimal
associado a um espago simétrico) e enunciamos alguns resultados es-
truturais e de classificacdo, em analogia com o que foi feito para as
algebras de Lie.

As demonstragoes da maioria dos teoremas sao remetidas para as
referéncias bibliogréficas.
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1 Preliminares

1.1 Subgrupos de Lie

Definicao 1.1. Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G € um par
(H,¢) tal que ¢: H — G € um homomorfismo injectivo de grupos de Lie.

Observagao 1.2. Um subgrupo de Lie (H,®) é necessariamente imersivo,
i.e., a aplicacao doy: ThH — Ty G € injectiva para todo o h € H, logo
¢(H) € uma subvariedade imersa de G.

Definicao 1.3. Dois subgrupos de Lie (Hy, ¢1), (Hs, ¢2) de G dizem-se equi-
valentes se existe um isomorfismo de grupos de Lie b: Hy — Hs tal que

P20 = ¢1.

Observagao 1.4. A definicao anterior define uma relagdo de equivaléncia
no conjunto dos subgrupos de Lie de G. Cada classe de equivaléncia tem um
unico representante da forma (A,i), onde A C G é um subgrupo abstracto
de G com uma estrutura de variedade (nao necessariamente com a topologia
induzida de G), que o torna num grupo de Lie e tal que a inclusioi: A — G
¢ uma imersao. Se (H,¢) é outro representante de (A,i) entdo A = ¢(H)
necessariamente.

Observacao 1.5. No caso em que ¢: H — G é um mergulho, i.e., ¢: H —
¢(H) € um homeomorfismo para ¢(H) com a topologia induzida, (H, ¢) diz-
se um subgrupo de Lie regular. Nesse caso ¢(H) é uma subvariedade de
G eo¢: H— ¢(H) é um difeomorfismo.

Teorema 1.6. Seja (H,¢) um subgrupo de Lie de G. FEntao (H,¢) € um
subgrupo de Lie reqular sse p(H) C G € fechado.

Demonstragao. [Wa, pp. 97 O

Teorema 1.7. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao G/H tem estrutura de variedade com dimensao dimG — dim H e a
projec¢ao canonica w: G — G/H € uma submersado.

Demonstragao. [Wa, pp. 120] ]

Teorema 1.8. Se H C G € um subgrupo normal fechado entio G/H tem
estrutura de grupo de Lie.

Demonstracao. [Wa, pp. 124] ]



Terminamos esta seccao com dois teoremas fundamentais da teoria dos
grupos de Lie. Mais tarde, generalizaremos estes resultados para a teoria dos
espagos simétricos.

Teorema 1.9. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entao existe
uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de Lie conexos H C G e

e

as subdlgebras de Lie h C g. Em particular, um subgrupo de Lie H C G é
normal sse a correspondente subdlgebra h C g for um ideal.

Demonstragao. [Wa, pp. 94] ]

Teorema 1.10. Sejam G, H grupos de Lie com G conexo, simplesmente
conexo e seja . g — b um homomorfismo de dlgebras de Lie. Entao existe
um unico homomorfismo de grupos de Lie ¢p: G — H tal que ¢, = .

Demonstragao. [Wa, pp. 101] ]

1.2 Accoes de grupos de Lie em variedades

Definicao 1.11. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. Uma acg¢ao
esquerda de G em M ¢ uma aplicacao C*>

v: GxM — M
(9,p) + V(g,p)=g-p

tal que
l.e-p=p Vpe M,
2. (gh)-p=g-(h-p) Vg,heG, VpeM.

O subgrupo de isotropia de um ponto p € M é o subgrupo fechado
G, C G definido por

G,:={geGlg-p=p}.

A érbita do ponto p € M sob a ac¢ao do grupo G é o conjunto
G-p=0,={g-plgeCG}

Em geral O, é uma subvariedade imersa de M difeomorfa a G/G,. O con-
junto das érbitas designa-se por M/G.
A accao diz-se transitiva se para todo o p,q € M existe g € G tal que

q=g-p,ie, M/G = {x}.



Proposicao 1.12. Se G, € o subgrupo de isotropia de p € M entao Gg., =
gG,g7t, ie, G, e G,y sio subgrupos conjugados e portanto isomorfos.
Em particular, se a acgao for transitiva, todos os subgrupos de isotropia sao
isomorfos.

Teorema 1.13. Se G age transitivamente em M e p € M entao

i GG, — M
lg] = g-p

€ um difeomorfismo.

Demonstracao. [Wa, pp. 123] O

1.3 Conexoes afins e grupo de transformacoes afins

Definicao 1.14. Uma conexao afim numa variedade M é uma aplicagao
bilinear

Vi X(M)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — VxY
tal que
1. VixigvZ = [VxZ +gVyZ,
2. Vx(fY)=X(f)+ fVxY,

para todo o X,Y,Z € X(M), f,g € C®°(M). VxY chama-se derivada
covariante de Y na direccao de X.

Proposicao 1.15. Sejam V uma conexao afim em M, p € M e X|Y €
X(M). Entao (VxY), € T,M s6 depende de X,, e dos valores de'Y ao longo
de um caminho tangente a X em p.

Demonstracao. [He, pp. 29] ]

Como consequéncia da proposicao anterior é possivel calcular V; quando
X é um campo vectorial definido ao longo de uma caminho v: (a,b) — M.
Dada uma conexao afim V em M, define-se a torsao 7" de V como

T(X,Y):=VxY —-VyX —[X,Y] para X,Y € X(M).
Define-se também a curvatura R de V como

R(X, Y)Z =VxVyZ —VyVx2 — V[Xy]Z para X,Y,Z € 36(]\/[)



Usando as propriedades da conexao e do paréntesis de Lie, mostra-se que T’

e R sao tensores em M do tipo (1,2) e (1, 3) respectivamente.
Seja T(M) = @."_, 7] (M) a élgebra dos campos tensoriais em M. A

r,s=0 s
conexao afim V estende-se a 7 (M), i.e.

V:X(M)xT(M)—T(M)
de tal forma que para todo o X,Y € X(M),
1. Vx: T(M) — T(M) é uma derivagao tal que Vx (7 (M)) C T](M);
2. Vx comuta com contracgoes;
3. Vxf=X(f) VfeC>(M)
4. Vixigy = fVx +9Vy.

Dado um campo tensorial K € 7. (M) define-se o diferencial covariante
VK € 7] (M) como

VEK(X),..., X X) = (VxE) (X, ..., X,)
onde Xi,...,Xs € X(M).

Definicao 1.16. Seja (M, V) uma variedade com uma conexao afim. Uma
transformacao afim de (M,V) é um difeomorfismo ¢: M — M tal que

Vix(9:Y) = ¢.(VxY)
para todo o X,Y € X(M).

Seja Aff(M,V) o conjunto de todas as transformacoes afins de (M, V).
Mostra-se que Aff(M,V) é um grupo de Lie' para a topologia compacto-
aberto de dimensdo < n? + n, onde n = dim M (ver [KN1, pp. 232-235)).

2 Espacos Simétricos Afins

Seja (M, V) uma variedade com uma conexao afim. Um caminho v: (a,b) —
M, (—o00 < a < b < 400) diz-se uma geodésica se o campo vectorial ()
definido ao longo de ~ satisfaz

Vi) =0 Vi€ (a,b).

A existéncia e unicidade de geodésicas em (M, V) é descrita no seguinte

Lem rigor isto s6 é verdade se V for completa (ver definigao 2.2)
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Teorema 2.1. Sejamp € M e X € T,M. Entao existe uma unica geodésica
v: (—€,€) = M (e >0), tal que v(0) =p e §(0) = X.

Demonstracao. [He, pp. 30] ]

Definicao 2.2. Uma conezxao afim V em M diz-se completa se qualquer
geodésica estd definida para todo ot € R.

Quando a conexao afim é completa podemos definir a aplicagao expo-
nencial da seguinte forma: para cada p € M

Exp,: T,M — M
X = Exp,(X):=~(1),

onde v: R — M é a geodésica com condi¢ao inicial v(0) = p e ¥(0) = X.

No caso em que a conexao afim nao é completa, também é possivel definir
a aplicagao exponencial mas apenas num subconjunto de 7, M, mais propria-
mente nos pontos X € T,M cujas geodésicas existem no instante t = 1. Um
resultado particularmente importante é a seguinte

Proposicao 2.3. Para cada p € M existe vizinhanga N C T,M de O e
vizinhanga U C M de p tal que Exp,: N — U € um difeomorfismo.

Demonstracao. [He, pp. 32] ]

Observacao 2.4. Sem perda de generalidade podemos assumir que N é uma
bola aberta em T,M de forma a que se X € N entao —X € N.

Definicao 2.5. A simetria geodésica em p € M ¢ um difeomorfismo
sp: U — U tal que s,(Exp,(X)) = Exp,(—X) para todo 0 X € N.

Observacao 2.6. A simetria geodésica em p € M € unica pois se escolher-

mos outro difeomorfismo Exp,: N' — U’, temos Exp), |[yiny = Exp, |nvan
. , ,

pela unicidade das geodésicas e portanto s,|unu = splunu-

Observagao 2.7. Como N € uma bola aberta em T,M, N € difeomorfa a
uma bola aberta em R™ centrada na origem, e portanto define um sistema de
coordenadas (U,x',... x") em M. Neste sistema de coordenadas a simetria
geodésica s, transforma (x',... 2") em (—z',...,—a"), logo (ds,), = —1d,
para todo o ¢ € U, onde 1d,: T,M — T,M € a aplicagao identidade. Além
disso s, € involutiva, i.e., s, = Idy.

Definicao 2.8. Um espago simétrico afim local é uma variedade (M, V)
com uma conexao afim tal que as simetrias geodésicas sao transformagoes
afins.



Teorema 2.9. Uma variedade (M,V) com uma conexdo afim é um espago
simétrico afim local sse T'=0 e VR = 0.

Demonstracao. Se s,: U — U é uma transformacao afim, entao

T((sp)4X, (5p):Y) = () T(X,Y) &
T(-X,-Y)=-T(X,Y) &
T(X,Y)=0 VX,Y € X(U).

VR((5p): X, (5p):Y, (8p)+ Z; (5p):W) = (5p)s VR(X,Y, Z; W) &
VR(-X,-Y,—-Z;,-W)=-VR(X,Y, Z; V) &
VR(X,Y,Z,W)=0 VXY, Z W e X(U).
Reciprocamente, se 7' = VR = 0, o isomorfismo linear —Id,: T,M — T,M
preserva T, e R, para todo o ¢ € U. Logo, pelo Teorema 7.4 [KN1, pp. 261]

existe uma transformacao afim ¢: U — U tal que d¢, = —Id,. Como ¢ é
afim, pela Proposigao 1.1 [KN1, pp. 225] temos

(b(Epr(X)) = Epr(d¢P(X)) = Epr(_X>
e portanto ¢ = s,. O]

Definigao 2.10. Um espago simétrico afim (global) é um espago simé-
trico afim local (M,V) em que as simetrias geodésicas podem ser estendidas
a M.

Teorema 2.11. Se (M,V) é um espago simétrico afim local com M sim-
plesmente conexo e V completa entao (M, V) é um espaco simétrico afim.

Demonstragao. Consequéncia do Coroldrio 7.9 [KN1, pp. 265] ]

O teorema seguinte mostra que a hipdtese “V completa” no teorema
anterior é necessaria.

Teorema 2.12. Se (M, V) é um espago simétrico afim entao V é completa.

Demonstragao. Seja v: [0,a] — M uma geodésica de x para y. Entao pode-
mos estender y(t) ao intervalo [0,2a]. Basta tomar v(t + a) := s,(y(a — 1)),
para t € [0, al. O

Teorema 2.13. Se (M,V) € um espago simétrico afim entdo AfRM,V) age
transitivamente em M.

Demonstracao. [KN2, pp. 223] O]



Como consequéncia do teorema anterior, a componente conexa da identi-
dade G := Aff(M,V)° também age transitivamente em M e se fixdrmos um
ponto 0o € M temos M ~ G/H onde H={g€ G| g-0o=o0} éo subgrupo
de isotropia de 0. Além disso o: G — G definido por o(g) = s, 0go s, !,
onde s, é a simetria geodésica em o, ¢ um automorfismo involutivo de G.

Teorema 2.14. Seja Fixo :={g€ G|o(g) =g}. Entao
1. Fixo € um subgrupo fechado de G;
2. (Fixo)® C H C Fixo.

Demonstracao. [KN2, pp. 224] O

3 Espacos Simétricos
3.1 Relacao entre espacos simétricos afins e espacgos
simétricos

Na secgao anterior vimos que a todo o espago simétrico afim (M, V) estao
associados os seguintes objectos:

o G = Aff(M,V)? grupo de Lie conexo a agir transitivamente em M;
e H C G subgrupo de isotropia (fechado) de o € M;
e Automorfismo involutivo o: G — G tal que (Fixo)? C H C Fixo.

Podemos entao definir abstractamente a nocao de espaco simétrico indepen-
dentemente da nogao de espacgo simétrico afim.

Definigao 3.1. Um espago simétrico é um triplo (G, H, o), onde G é um
grupo de Lie conexo, o: G — G € um automorfismo involutivo e H C G € um
subgrupo de Lie fechado tal que (Fixo)® C H C Fixo:={ge G|o(g)=g}.

Se (G, H,o) é um espago simétrico entao M := G/H é uma variedade.
Além disso, para cada p € M podemos definir um automorfismo involutivo
tp: M — M denominado simetria em p e que tem p como ponto fixo isolado.
A construcgao é a seguinte: para o := [e] define-se a simetria em o como

te: M — M
lg] — [o(g)l-



Para p = [g] define-se a simetria em p como
tp: M — M
[9] — LgotsoLy([g])
onde L,: M — M é a translacgao por g € G dada por Ly([g]) = [99]-

Um resultado interessante é que dado um espago simétrico (G, H, o), po-
demos sempre construir um espago simétrico afim:

Teorema 3.2. Se (G, H,0) € um espago simélrico entdo existe uma unica
conexdo V em M = G/H invariante por translacgoes L, e pelas simetrias
t, empe M. Além disso (M,V) é um espago simétrico afim para o qual as
simetrias geodésicas s, sao as simetrias t,.

Demonstragao. Ver Teoremas 3.1 e 3.2 [KN2, pp. 230-231]. ]

O teorema anterior estabelece uma correspondéncia biunivoca entre espacos
simétricos afins e espagos simétricos.

3.2 Exemplos de espacgos simétricos
1. Qualquer grupo de Lie conexo L gera um espago simétrico:
e G=LXxIL;
e 0:G— G, o(x,y) = (y,x);
e H=Fixoc={(r,z) € LxL};
(G, H,o) é um espago simétrico e G/H ~ L.

2. Espaco Euclideano

e G=E(n)=0(n)x R"

e 0:G— G, 0(Ab) = (A -b);

e H =Fixo =0(n);

e (G,H,o) é um espago simétrico e G/H ~ R".
3. Esferas

o G=50(n+1);

e 0:G— G, 0(A)=SAS! onde

—110 0 O
0

=1 ol . |’
0
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e H = (Fixo)" = SO(n);

e (G,H,o) é um espago simétrico e G/H ~ S™.
4. Espaco Hiperbolico
e G=50(1,n)"={AeGLn+1,R)| AAlSA=S5NAAp >1};

e 0:G — G, 0(A) = SAS™!, para a mesma matriz S do exemplo
anterior;

e H=250(n);
e (G,H,0) é um espaco simétrico e G/H ~ H" = {(2°,...,2") €
R — (292 + (212 + ...+ (a")2 = -1A2" > 1}

4 Algebras de Lie Simétricas

Apresentamos nesta seccao a nogao de algebra de Lie simétrica como genera-
lizacao do conceito de algebra de Lie. As algebras de Lie simétricas surgem,
em particular e de forma natural, como as versoes infinitesimais dos espacos
simétricos. Assim, dado um espaco simétrico é sempre possivel construir uma
algebra de Lie simétrica correspondente. O reciproco nem sempre é verdade
e existem condicoes de integrabilidade tal como na relagao entre grupos e
algebras de Lie.

Definigao 4.1. Uma dlgebra de Lie simétrica é um triplo (g,h,0), onde
g € uma dlgebra de Lie, h C g é uma subdlgebra e o: g — g é um automor-
fismo involutivo tal que h = Fixo ={X e g|o(X)=X}.

Exemplo 4.2. Qualquer dlgebra de Lie | induz uma dlgebra de Lie simétrica.
Seg=1d1 e tomdirmos h = Fixc = { (X, X) e (@[}, ondeo: g — g é
definido por o(X,Y) = (Y, X), entao (g,h,0) é uma dlgebra de Lie simétrica.

Dado um espago simétrico (G, H,o), podemos definir uma &algebra de
Lie simétrica de forma natural. Sejam g e h as algebras de Lie de G e H
respectivamente e o: g — g o automorfismo induzido por o: G — G. Entao
(g,h,0) é a dlgebra de Lie simétrica associada ao espago simétrico
(G,H,o0).

Reciprocamente, se (g,h,0) é uma algebra de Lie simétrica, podemos
construir um espago simétrico (G, H, o) desde que sejam satisfeitas as con-
digoes de integrabilidade expressas no seguinte

Teorema 4.3. Seja (g,h,0) uma dlgebra de Lie simétrica e G um grupo de
Lie conexo, simplesmente conexo com dlgebra de Lie g. FEntao o automor-
fismo o: g — g induz um automorfismo o: G — G e para qualquer subgrupo
H tal que (Fixo)® C H C Fixo, o triplo (G, H,o) é um espaco simétrico.
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Demonstragao. [Ch, pp. 113] ]

O teorema anterior estabelece uma correspondéncia biunivoca entre alge-
bras de Lie simétricas (g, b, o) e espagos simétricos (G, H, o) com G conexo,
simplesmente conexo e H conexo e é o andlogo do Teorema 1.9.

Vamos agora introduzir a nog¢ao de morfismo na categoria dos espagos
simétricos.

Definicao 4.4. Um homomorfismo de um espaco simétrico (G', H',o")
para um espago simétrico (G, H,o) é um homomorfismo de grupos de Lie
a: G — G tal que a(H') C H e 0o = aoa’. Denotaremos tal homomor-
fismo por a: (G',H',0') — (G, H,0).

Definicao 4.5. Um homomorfismo «: (G',H',0') — (G, H,0) diz-se um
e monomorfismo se a: G' — G for injectiva;
e epimorfismo se a: G' — G for sobrejectiva;

e isomorfismo se a: G' — G for um isomorfismo de grupos de Lie e

a(H')=H.

Definigao 4.6. Um triplo (G', H',¢') diz-se um subespago simétrico (res-
pectivamente subespaco simétrico fechado, subespagco simétrico nor-
mal) do espago simétrico (G, H,o) se

o G' € um subgrupo de Lie (respectivamente subgrupo fechado, subgrupo
normal) de G invariante por o;

e H=GNH;
[ ] O'/IO"CTV.

De igual forma se define a nocao de morfismo na categoria das algebras
de Lie simétricas.

Definigao 4.7. Um homomorfismo de uma dlgebra de Lie simétrica (g’ ,-
b,0) para uma dlgebra de Lie simétrica (g,bh,0) € um homomorfismo de
dalgebras de Lie a: ¢’ — g tal que 0 o = avo o’. Denotaremos tal homomor-

fismo por a: (g',b',0") — (g,h,0).

Observacao 4.8. A condi¢cio a(h') C b é uma consequéncia de coa = aoo’
e nao € necessdria na defini¢do.

A definicao de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de algebras de
Lie simétricas é andloga ao caso dos espacos simétricos.
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Definigao 4.9. Um triplo (¢',4',0’) diz-se uma subdlgebra de Lie simé-
trica (respectivamente ideal simétrico) da dlgebra de Lie simétrica (g,h,0)
se

e g’ ¢ uma subdlgebra de Lie (respectivamente ideal) de g invariante por
o;

Dado um homomorfismo de espagos simétricos a: (G', H',¢') — (G, H, 0)
é sempre possivel construir um homomorfismo induzido ao nivel das algebras
de Lie simétricas de uma forma trivial. O reciproco nem sempre é verdade
como podemos ver no seguinte

Teorema 4.10. Sejav: (¢',0,0') — (g,h,0) um homomorfismo de dlgebras
de Lie simétricas tal que G' é um grupo de Lie simplesmente conexo e H' é
um subgrupo de Lie conexo de G'. Entdo existe um tunico homomorfismo de
espagos simétricos a: (G',H',0') — (G, H, o) tal que 1 é o homomorfismo
induzido por o ao nivel das dlgebras de Lie simétricas.

O Teorema 4.10 é o andlogo do Teorema 1.10 para o caso da integrabili-
dade de homomorfismos de algebras de Lie simétricas.

Para terminar esta seccao introduzimos o conceito de soma directa de
algebras de Lie simétricas.

Definicao 4.11. Sejam (¢',4',0’), (g, h,0) dlgebras de Lie simétricas. Define-
se a soma directa de (¢',h',0') com (g,bh,0) como a dlgebra de Lie simétrica
(gdg ,hbdb,0d '), onde ® representa soma directa de dlgebras de Lie.

5 Estrutura das Algebras de Lie Simétricas

Analisemos em mais detalhe a estrutura das algebras de Lie simétricas. Seja
(g,b,0) uma algebra de Lie simétrica. Como ¢ é um automorfismo involutivo
de g, os seus valores proprios sao 1 e —1 e h é, por defini¢ao, o espago préprio
associado ao valor préprio 1. Seja m o espaco proprio associado ao valor
proprio —1. Entao a decomposicao

g=h+m (soma directa de espagos vectoriais)

é designada por decomposicao candnica de (g,h,0).
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Proposicao 5.1. Se g = b+ m € a decomposicao canonica de uma dlgebra
de Lie simétrica (g,h,0), entao temos

(1) [b,b] Cb;
(2) [b,m] C m;
(3) [m,m] Cb.

Demonstragao. A relagao (1) é trivial pois h é uma subdlgebra. Se X € h e
Y € m entao

o([X,Y]) = [o(X),0(Y)] = [X, -Y] = —[X,Y],
logo [X,Y] € m, o que prova (2). Se X,Y € m entao
o([X,Y]) = [o(X),0(Y)] = [-X, Y] = [X,Y],
logo [X,Y] € b, o que prova (3). O

Observagao 5.2. As relagoes (1), (2) e (3) na proposi¢ao anterior carac-
terizam uma dlgebra de Lie simétrica: dada uma dlgebra de Lie g e uma
decomposi¢ao g = h + m (soma de espagos vectoriais) satisfazendo (1), (2),
(3), se definirmos a transformagao linear o: g — g como o(X) = X para
X ebheolY)==Y paraY € m, entao € facil verificar que o é um auto-
morfismo involutivo de g e (g,bh,0) € uma dlgebra de Lie simétrica.

Na teoria das algebras de Lie de dimensao finita existem dois resultados
estruturais de enorme relevancia. Por um lado, o teorema de Levi diz-nos que
qualquer algebra de Lie g é soma semidirecta de uma algebra de Lie semisim-
ples com o ideal resoluivel maximal de g. Este facto é bastante importante
pois reduz o problema da classificacao das dlgebras de Lie de dimensao finita
a dois subproblemas: a classificagao das édlgebras de Lie semisimples (resol-
vido por Cartan no caso das dlgebras de Lie complexas) e a classificagao das
algebras de Lie resoliveis (problema em aberto). Outro resultado bastante
interessante é o da decomposicao das algebras de Lie semisimples como soma
directa de algebras de Lie simples.

Nesta seccao iremos generalizar estes factos para as algebras de Lie simé-
tricas e enunciar alguns resultados de classificacao das mesmas. Comegamos
com uma generalizacao do teorema de Levi.

Teorema 5.3. Seja (g,bh,0) uma dlgebra de Lie simétrica e ¢ o radical de g.
Entao existe subdlgebra de Lie simétrica (s,s N h,0’) de (g,h,0) tal que s é
subdlgebra semisimples de g e s Nt = 0.
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Demonstragao. [KN2, pp. 238] ]

Teorema 5.4. Seja (g,h,0) uma dlgebra de Lie simétrica com g semisimples.
Entao (g,h,0) € soma directa de dlgebras de Lie simélricas, i.e.

(g7b70) = (gl S¥ gllvhlagl) b - D (gk S g;wbkvo-k)@
(Ok41, Drt1, Oki1) @ -+ @ (@r, by, 00)

onde
° ! ! 5 deais simples de a:
91,01 Ok, 0%y Okt15 - - -, Br SA0 05 ideais simples de g;
/ ! ~ . . t R
® g1 D g0k D G Gkt1,- - - Gr SQO ANVATIANLES POT O, O3 = O |g @y
parai=1,... keo;j =0y paraj=k+1,...,r;
o Parai=1,...,k, 0: g; — @, € isomorfismo de dlgebras de Lie e h; =

{X,oX)€eg @9, | Xe€g}. Paraj=k+1,...,r,h;,=g;Nh.

Demonstracao. Como ¢ é um automorfismo de g, o permuta os ideais simples
de g. Mas o ¢ involutivo e portanto existem duas possibilidades

e o(g)) =9 ou
e o(gi)=gr e o(gr) =g
Podemos entao escrever
0=(01©0) D O (g Do) DGyt - DGy,

onde o(g;) = g, e o(g;) = g, parai = 1,....k e o(g;) = g; para j =
k+1,...,r. O

Os dois teoremas anteriores mostram que os blocos elementares de uma
algebra de Lie simétrica sao do seguinte tipo:

1. (g ® g,Ag,0), onde g é simples, Ag={(X,X) | X e€g}eo(X,Y)=
(Y, X) para X,Y € g;

2. (g,bh,0), onde g é simples;

3. (g,h,0), onde g é resolivel.

Observacao 5.5. o As dlgebras de Lie simétricas do tipo 1. estao em
correspondéncia biunivoca com as dlgebras de Lie simples e portanto
estao classificadas no caso complexo;
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o As dlgebras de Lie simétricas do tipo 2. foram classificadas por Berger

[Be].

o A classificacao das dlgebras de Lie simétricas do tipo 3. € um problema
em aberto.

Terminamos esta seccao com dois exemplos de dlgebras de Lie simétricas
do tipo 2. satisfazendo um conjunto de propriedades adicionais.

Exemplo 5.6. Consideremos uma dlgebra de Lie simétrica (g,bh,0) satisfa-
zendo as propriedades

1. g simples e g = g_1 + go + g1 (soma directa de espagos vectoriais) com
as relacoes

80 80] C go, [80,8-1] C g1, 90, 01] C @1,
lg9-1,91] C go, lg-1,9-1] = {0}, g1, 91] = {0};
2. A decomposi¢ao candonica g = b+ m dada por
b=g0, m=g1+0a.

3. Relativamente a forma de Killing B em g, os subespagos g_1 e g1 sao
duais e verificam

B(g—lag—l) = 07 3(91,91) =0.

Seja g =sl(p+ q,R), com

e {5 L)) o)
{2 0}

onde X11, Xoo, Xi2, Xo1 sG0 matrizes pXq, qXq, pXq, ¢ X p respectivamente,
tal que Tr X171 + Tr X990 = 0. Entado (sl(p + q,R), go,0) € uma dlgebra de Lie
simétrica satisfazendo 1., 2., 3..

Segundo Berger [Be] existem 12 classes de algebras de Lie simétricas do
tipo cldssico (i.e. para g dlgebra de Lie cldssica) e 6 dlgebras de Lie simétricas
excepcionais satisfazendo as condi¢oes do Exemplo 5.6.

Observacao 5.7. Estas dlgebras de Lie simétricas também podem ser carac-
terizadas pelas propriedades

e g simples;
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e m contém subespago proprio invariante por ad(h).

Exemplo 5.8. Consideremos uma dlgebra de Lie simétrica (g,bh,0) tal que
g € simples e ad(h) age irredutivelmente em m. Um exemplo de uma dlgebra
de Lie stmétrica deste tipo é

e g=(sl(p+q),R);

X X
e h= R ) X X =0, X4+ Xee =0, Xby =Xy ¢,
X21 X22

onde X1, Xoo, Xi2, Xo1 sao matrizes com um numero de linhas e
colunas descritas no exemplo anterior;

o X 11 X12 _ _Xfl X§1
Xo1 Xo Xi, —X5 )
Segundo Berger [Be] existem 44 classes de algebras de Lie simétricas do

tipo classico e 86 algebras de Lie excepcionais satisfazendo a condicao do
Exemplo 5.8.
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