Calculo Diferencial e Integral 1 (Epoca de repescagem)
Cursos LEE, LEGI, LEIC e LERC 2° Semestre de 2010/2011

Enunciado com resolugao (versao A)
1- Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por
A={zeR: 3z —n|<z+7} B=[1,5|nQ
(a) Mostre que A = [0, 7].

(b) Determine caso existam, ou justifique que nao existem, o conjunto dos majorantes,
o conjunto dos minorantes, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo de A N B.

Resposta a questao 1:

()

Br—7|<z+mre Br-—m<z+mMABr—71>—-2—7)&
Sx<2rNdr>00<x<nrm
Portanto A = [0, 7].

(b)y ANB=[1,7]NQ = [1,7[NQ.

O conjunto dos majorantes de AN B é [, +oo[, o conjunto dos minorantes de AN B é
| — 00,1], 0 supremo de AN B é m, o infimo de AN B é 1, 0o méximo de AN B nao existe
(pois o supremo nao pertence a AN B) e o minimo de AN B é 1.



2- A sucessao u,, encontra-se definida através de:

2u, +1
4

(a) Mostre que u,, é uma sucessao crescente e que u, < 1, para todo o ntiimero natural

U = O, un+1 =

n.

(b) Mostre que u,, é convergente e calcule o seu limite.

Resposta a questao 2:

(a) Vamos mostrar primeiro por inducao que u,, < u,1 < 1 para todo o nimero natural
n (o que mostra que a sucessao é crescente e majorada por 1):
o~ . . . 1 . 1
Para n = 1 a proposicao é verdadeira p01s~equ1vale 0<s<1 (jad que up =0 e ug = Z)'
Consideremos agora, por hiétese de inducao, que
Up < Upyp1 < 1 Hipdtese de indugao (H.I.)

para um n fixo. Vamos entao usar esta hipétese para demonstrar a tese de inducao:

Upt1 < Upio < 1 Tese de indugao

demostragao: U, < Upy1 < 1=2u, < 2Upi1 < 2= 2u, +1<2uUp11+1<3=

20, +1  2upp1+1 33«
1 < 1 <é—l:>un+1<un+2<1.

(b) Como u,, é uma sucessao crescente e majorada entao é convergente. Seja L = lim u,,
entao temos que:

2u, +1  2limu, +1 2L +1

4 4 4
Desta igualdade tiramos que 4L = 2L + 1, logo L = %

L =limu,;; = lim



3- Considere a seguinte fungao f definida em todo o R pela expressao:

z—2
Vi

sex > 2

S

flz) = « sexr =2

e _e +5 sex<?2
sendo « e 8 os valores reais que tornam a funcao f continua em todo o R.

(a) Determine os valores de a e (3.

(b) Calcule os limites

lim f(x)e xl_l}ff@f(a:)

T—r—00
(c) Prove que a equagao f(x) + senz = 10 + « tem solugao para x > 0.

Resposta a questao 3:

(a) Para que f seja continua em todo o R, em particular para x = 2, é necessario que
lim f(x) = lim f(z) = f(2)
z—2F T2~

Assim,

= im im r=2 im (x_Q)(\/EjL\/é) =
0=l ) = M = e e v
T )(\/_+\/_)_2\/—

z—2+ r—2

Por outro lado,

e — e? e2(e”2 - 1)

lim f(z) = lim + 5 = lim +pB=e2+3
T—2- z—=2- T — 2 T2~ x—2

Logo, lim,_,- f(z) = f(2) ses6se e> + B =a =2V2 < =22 — ¢

(b)

2

xmywzgaf_f—gmﬁ+ﬁ=ﬂa
lim f(z)= lim ‘ + 5= =2V2 — ¢
T——00 r——00 I —

(c) Seja g(z) = f(x) +senz. A fun(;éo g ¢é continua em todo o R. Além disso ¢(2) =
a+sen2 < 10+ « e lim, ;o g(z) = 400 logo, pelo teorema do valor intermédio, existe
um ponto x entre 2 e +oo tal que g(z) = 10 + a.



4- Caso existam, calcule os limites (em R) das seguintes sucessoes

+2)!(n —1)! n*—3
Up, n+2n+3—n, v, (2n)] , Wy OS]

Resposta a questao 4:

Uy

limw. = lim ﬁ2+2n+3_n:hm(\/n2+2n+3—n)(\/n2+2n+3+n):
" vVnZ4+2n+3+n

2n+ 3 2+— _

n+2n+3—n ~ lim
S Vet 3 tn ny/1+ 2 +n2+n ,/1+ +2+1

Up:
v, = lim /a,, com a, = % Como
(n+3)!n!
lim Inil _ lim __Grint lim (n+3)n = lim —n2 - 3n = 1
s (n+2lr(bgllfl)! (2n+2)(2n+1) 4n?+3n+2 4
an+1 — l

temos que limv,, = lim /a,, = lim ==

Wy,

n2_3 n?+3 4 n2+1 4 2
lim w,, = lim (nz——l—l> —hm( +1) (1+n2+1) =
4

=e ><12:e



5- Calcule as derivadas das fungoes dadas pelas seguintes expressoes:

f(x) = arcsen(e”) +logz e g(x) = /x cos(x + 2)

Resposta a questao 5:

F(2) = (arcsen(e®)) + (logar) = —&) 41 _

N
g'(x) = (Vrcos(z +2))" = (Va) cos(x + 2) + va(cos(z + 2)) =

cos(z +2) VEsen(z +2)

Ve

= % cos(z + 2) + Va(—sen(z + 2)) =

2V



™

6- Seja f : R — R uma fungao par e continua em todo o R tal que f(0) = 7 e para
x > 0 satisfaz a igualdade x f(x) = cos(f(z)). Mostre que f tem um méximo absoluto em
R.

Resposta a questao 6:

Se, para x > 0, zf(z) = cos(f(x)) entao lim, o f(z) = lim, 4 M = 0.

Logo, juntamente com o facto de f(0) = 5 > 0, existe um valor real a > 0 tal que, para
x> a, f(x) < f(0).

Uma vez que f é par temos também que, para x < —a, f(x) < f(0).

Assim temos que, para x € R\ [—a,al, f(x) < f(0).

Como f é continua em R (em particular f é continua em [—a,al), pelo teorema de
Weierstrass, temos que f tem um maximo M em [—a, a] que serd naturalmente maior ou
igual a f(0). Logo serda um maximo absoluto em R.



Inicio do segundo teste
7- Considere a funcao f: R — R definida pela expressao:

f(z) = (2 + 2+ 1)e"

(a) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

(b) Determine, se existirem, os limites (em R)

lim Me lim f(z)

T—r+00 X T—r—00

Resposta a questao 7:

(a)

f'(x) = (2*+a+1) e+ (2 +a+1) (") = (2z+1)e"+(2°+x+1)e” = (2*+30+2)e” = (24+2)(z+1)e”

-3+ v9—38
—— & =-2Vzr=-1

Cal. Aux.: 2°+32+2=0&1= 5
x -2 -1
I+ 0 — 0 +
SIATE2) NG =D
Portanto temos que f tem um mdximo local em x = —2 com valor f(—2) = 3e™2 e um
minimo local em z = —1 com valor f(—1) =e™!.

Os intervalos de monotonia sao:

| — 00, —2[ onde f é crescente,

] —2,—1[ onde f é decrescente, e
] = 1,+00[ onde f é crescente.
(

b)

. log(f(z)) oo\ rc. ;. ['(x) (2% + 3z + 2)e” 1+342
lim —<:—> =" lim —/—= = lim = lim —3%+—2 =1

T—>-+00 x o0 T—+00 f(I') T—+00 (1'2 +x+ 1)6x a5+o0 1 4 - i L

2 1

T——00 ——00 T——00 e T o0
2 1 2
RC 2T (=)™ tim = = 1im 2¢"=0
z——00 —e T o0 z——00 € 7T T——00



8- Determine, no seu dominio, uma primitiva para cada uma das funcoes definidas pelas
seguintes expressoes:

(a) ¥z + S=2;

b) x? cos

(
(C) 22423,
(

13+$ )

d) == (faca = = sent).

Resposta a questao 8:

/{’/E+€
e

1
r _ 9 =+1 x .2\
er — s +1 er —

(b) Primitivando por partes: [wv = uv — [uv’ com v = cosx e v = z®. Portanto

temos u = senx e v' = 2x. Aplicando a férmula da primitivagao por partes obtemos:
/:c2 cosxzdx = z?senz — /2xsenxdx

Usando novamente primitivacao por partes em f 2rsenxdx com v’ =senx e v =

2z, temos
[2?coszdx = x?senz — [2zsenzdx
= 2%senz — (—2xcosx+f2608xdx)
= z?senx + 2rcosx — 2senw
(c) xiér_f;?’ = i?;;“:? ¢ uma funcao racional em que o grau do numerador é menor

z2+z—3
2@ +1)

que o grau do denominador. Portanto, decompoe-se em fraccoes simples da

seguinte forma:

?+r—-3 A N Br+C A@*+1)+Bs*+Cx  (A+B)a?+Cz+ A
r(z2+1)  x  22+1 z(z?2+1) B z(z?2+1)
onde A e B sao as unicas constantes que verificam as igualdades. Donde se deduz
que




A+B = 1 A = =3
C = 1 &<{ B =14
A = =3 cC =1

Assim, temos que

v’ + 1 —3 -3 dx+1 20 1
/ R = /x+x2+1 x Og(|z|)+ /x2+1 X+/$2+1 X

= —3log(|z]) + 2log(x® + 1) + arctgx
(d) Considerando a mudanga de varidvel x = sent (e portanto dx = costdt), temos

que
fﬁdx = fmcostdt
= | e
= | eteon At
= [ dt
= —cotgt

cost
sent




9- Considere o conjunto S C R? definido por

S={(z,y) eR*: 2 —2 <y < x}
Esboce o conjunto S e calcule a sua area.

Resposta a questao 9:

:v2—2Sygx:>x2—2§x(:)$2—x—2§0<:)—l§$§2
Portanto o conjunto S estd compreendido entre as curvas de equagao cartesiana y = x
(acima) e y = 22 — 2 (abaixo) para valores de x entre —1 e 2.
Deste modo a sua area sera dada pelo valor do integral definido

2 2 2 3 =2
8 1 1 9
- 2—2 d :/ — 2 2d = x——a:— 2 :2—— 4— — ——2 — —
/_1”” S T CRRC R R

Nota- Por motivos técnicos esta resolucao nao inclui um esboco de S.

r=-—1



10- Considere a fungao
f(x) =e"cosx

(a) Determine o polinémio de Taylor de grau menor ou igual 2 em torno do ponto a = 7
da funcao f.

(b) Mostre que existe um ponto ¢ €]0, 7[ onde o polinémio de Taylor de grau um em
torno desse ponto ¢ dado por:

2oy —
p1e(x) = € cos(c) — M
T
Resposta a questao 10:
(a) O polinémio de Taylor de grau 2 em a = 7 da fungao f(z) = e”cosz ¢ dado pela
expressao:
@ =1E+rOe-H+ D6 Ty
Pzt =T T T Ty W Ty

f(z)=e"cosz = f(5)=e?cos(3) =0,
['(x) = e*(cosz —senx) = f'(§) = —e2,

f'(z) = —2e"senz = f"(3) = —2ez.
Portanto, o polinémio de Taylor de grau 2 em a = § da funcao f(z) = e*cosw é
x T

pra(e) = —ei (e = 5) —ef(a - )’

(b) O polinémio de Taylor de grau um em torno dum ponto ¢ da funcao f(x) = e” cosz
¢ dado pela expressao:

pre(z) = f(e) + f'(e)(z — ¢) = e cos(c) + f'(c)(z — ¢)
pelo que, tudo o que temos a demonstrar é que existe um ponto ¢ €]0, 7| tal que f'(c) = —%.
Tal é garantido pelo teorema de Lagrange, uma vez que

f(5)—f(0) 0-1 2

-0

SE
)



11- Determine a natureza das seguintes séries:

=\ n + sen(n) >
(a)z n3+n2 Z4n+n2

n=1 n=1

Resposta a questao 11:

(a) Vamos comparar a série » -, ”I;i“(g ) com a série Yo n2
n—+sen(n) sen(n
i 2 :hmn + n?sen(n) i /13(14—%) _q
5 n3 4+ n? A1+ 1)
Como 1 €]0,+o0o[ temos que a série >, ”Z;in(,? ) tem a mesma natureza que a série
> oo | =5, que é convergente pelo critério de Dirichlet (3° -5 converge se e s6 se a > 1).
. 713
(b) SeJa [ Tn2-
i G iy TR (n+1)3(4" + n?) :hm(n—i—l) lim 4" +n B
o s e N
1\* 414 1
= lim (1 + —> lim ( (4+)1)2 =7
n Arti(1+ ) 4

. Ant1 « s . ~ s . 00 n3 ,
Como lim #2£ < 1, temos, pelo critério da razao, que a série ) 7 | 77 é convergente.



12- Seja f uma funcao continua e positiva em R que satisfaz a seguinte igualdade:

og(fe) = [ 1;(5)

(a) Diga, justificando, se f é diferencidvel ou nao.

(b) Determine f.

dt

Resposta a questao 12:

(a) Sendo f uma fungao continua e positiva (logo nao-nula) em R (de acordo com o

. t Id / ~ Z
enunciado) temos que 1;{5)6 é também uma fungao continua em R. Portanto, pelo Teorema

Fundamental do Célculo, o integral indefinido [ 1}“(2t§t
x 1+26t

R. Logo f(z) = e T ¢ uma funcao diferenciavel em R.

dt é uma funcao diferencidvel em

(b) Derivando ambos os termos da igualdade

1) og(fe) = [ 1;(5)

(usando o Teorema Fundamental do Céalculo no segundo termo) obtemos a seguinte igual-

dade

dt

f'(x) _ 142

flx)  flz)
donde tiramos

fl(x) =1+ 2€"

Portanto, f(z) é uma primitiva de 1 + 2¢*, logo
flx) =a0+2e"+c¢

sendo ¢ uma constante.
Além disso, f satisfaz a igualdade (1), donde resulta, com = = 0, que

log(f(0)) =0 2+c=1<c=-1
Resumindo, a funcao f é dada pela expressao
flx) =x+2e" -1



