Calculo Diferencial e Integral 1 (Epoca de repescagem)
Cursos LEE, LEGI, LEIC e LERC 2° Semestre de 2010/2011

Enunciado com resolugao (versao B)
1- Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por
A={z€R: |32 +V2| < V2 -z} B=[-2,-1NnQ
(a) Mostre que A = [—+/2,0].

(b) Determine caso existam, ou justifique que nao existem, o conjunto dos majorantes,
o conjunto dos minorantes, o supremo, o infimo, o0 maximo e o minimo de A N B.

Resposta a questao 1:
(a)
Br+ V2| <V2—-2e (Br+V2<V2-2)ABz+V2>—V2+2) &
S4r<0A2r > -2V26 —V2<2<0
Portanto A = [—/2,0].

(b) ANB =[-v2,-1]NnQ =] —v2,-1]NQ.

O conjunto dos majorantes de AN B é [—1,400[, 0 conjunto dos minorantes de AN B
6] — 00, —v/2], o supremo de AN B é —1, o infimo de AN B é —v/2, 0 méximo de AN B
¢ —1 e o minimo de AN B nao existe (pois o infimo nado pertence a AN B).



2- A sucessao u,, encontra-se definida através de:

2u, +1
3

(a) Mostre que u,, é uma sucessao decrescente e que u,, > 0, para todo o nimero natural

U = 2, un+1 =

n.

(b) Mostre que u,, é convergente e calcule o seu limite.

Resposta a questao 2:

(a) Vamos mostrar primeiro por inducao que u,, > u,1 > 0 para todo o nimero natural
n (o que mostra que a sucessao é decrescente e minorada por 0):
Para n= 1 a proposigao é 'V’erdadeirfcm pois~equivale 2> g >0 (jAque uy =2 e uy = g)
Consideremos agora, por hiétese de inducao, que
Up > Upy1 > 0 Hipdtese de indugao (H.I.)

para um n fixo. Vamos entao usar esta hipétese para demonstrar a tese de inducao:

Upt1 > Upio > 0 Tese de indugao

demostragao: U, > Upy1 > 0=2u, > 2upi1 > 0= 2u, +1>2up1 +1>1=

20, +1  2upi1+1 1 3>0
3 > 3 >§ :>un+1>un+2>0.

(b) Como u,, é uma sucessao decrescente e minorada entado é convergente. Seja L =
lim u,,, entao temos que:

2u, +1  2limu, +1 2L +1

3 3 3
Desta igualdade tiramos que 3L = 2L + 1, logo L = 1.

L =limu,;; = lim



3- Considere a seguinte fungao f definida em todo o R pela expressao:

z—3
Vi3

sex >3
flz) = a sex =3

x_ .3
S —f sexr<3

sendo « e (8 os valores reais que tornam a funcao f continua em todo o R.
(a) Determine os valores de a e (3.

(b) Calcule os limites

lim f(x)e xl_l}ff@f(a:)

T—r—00
(c) Prove que a equagao f(x) + cosx = 20 + a tem solugao para z > 0.

Resposta a questao 3:

(a) Para que f seja continua em todo o R, em particular para = = 3, é necessario que
lim f(z) = lim f(x)= f(3)
z—3+ z—3~

Assim,

= im im t=3 im (a:—3)(\/f+\/§) =
a=fB)= x1—>3+ Jx) = :cl—>3+ VT -3 x1—>3+ (VZ —V3)(VT+V3)
T )(\_/_+\/—) — 2V/3.

z—31 X
Por outro lado,
lim f(z) = lim & e—ﬁzhmu—ﬁ:é—ﬁ
x—3— z—3- T — z—3~ r—3

Logo, lim,_,3- f(z) = f(3) ses6 se e® — B =a =23 & f = —2V/3.

(b)

A /(@) :xkiﬂoof_\f —xkffoﬁ”§=+°0
lim f(z)= lim o —ﬁ— = —pB=2/3-¢
T——00 T—=—00 I — 3

(c) Seja g(z) = f(x) + cosz. A funcdo g é continua em todo o R. Além disso ¢(3) =
a+send < 20+ « e lim, ;o g(z) = 400 logo, pelo teorema do valor intermédio, existe
um ponto z entre 3 e 400 tal que g(z) = 20 + a.



4- Caso existam, calcule os limites (em R) das seguintes sucessoes:

n%+43
+1)l(n—1)! n?—2\""
e 2 — = 0 (n =
U, =Vn?+3n+2—n, v, (2n)] , Wy 1

Resposta a questao 4:
Up:

lim u,, = lim n2—i—3n—|—2—n:lim( n’>+3n+2-n)(vn®>+3n+2+n)
' n?+3n+2+n

3+ 2 3

Jitirz+1 2

n®>+3n+2—n? _ 3n+ 2

= lim = lim
vn?+3n+2+n ny1+3+210n

= lim

Up:
v, = lim {/a,, com a, = % Como
lim 24— fim ﬁ = lim (n +2)n = lim nz—l——Zn = L
ap —(”+%;!7§;*1)! (2n+2)(2n +1) dn?2+3n+2 4
temos que limv, = lim {/a, = lim “2 = .
W

. . n?—2\" " . —3 \""! -3\
lim w,, = lim (nz——l—l> = lim (1+n2+1) (1+n2+1) =

=e?x1*=¢7?



5- Calcule as derivadas das fungoes dadas pelas seguintes expressoes:

f(x) = arcsen(logx) +¢* e g(z)=+/xsen(z — 3)

Resposta a questao 5:

f'(z) = (arcsen(log x))" + (e*) = _ (logz)’ Lt =

V1 — (logz)?
1

YT
g(x) = (Vasen(r —3)) = (V) sen(z — 3) + va(sen(zx — 3)) =
_ sen(r — 3)

sen(z — 3) + x cos(x — 3) = RN + vz cos(z — 3)

1
2\/x



™

6- Seja f : R — R uma fungao par e continua em todo o R tal que f(0) = 7 e para
x > 0 satisfaz a igualdade x f(x) = cos(f(z)). Mostre que f tem um méximo absoluto em
R.

Resposta a questao 6:

Se, para x > 0, zf(z) = cos(f(x)) entao lim, o f(z) = lim, 4 M = 0.

Logo, juntamente com o facto de f(0) = 5 > 0, existe um valor real a > 0 tal que, para
x> a, f(x) < f(0).

Uma vez que f é par temos também que, para x < —a, f(x) < f(0).

Assim temos que, para x € R\ [—a,al, f(x) < f(0).

Como f é continua em R (em particular f é continua em [—a,al), pelo teorema de
Weierstrass, temos que f tem um maximo M em [—a, a] que serd naturalmente maior ou
igual a f(0). Logo serda um maximo absoluto em R.



Inicio do segundo teste
7- Considere a funcao f: R — R definida pela expressao:

f(2) = (2* =z = 1)e*
(a) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

(b) Determine, se existirem, os limites (em R)

lim Me lim f(z)

T—r+00 X T—r—00

Resposta a questao 7:

(a)

fl(x) = (2*—2—1) " +(2*—2—-1)(e") = (20—1)e"+(2*—z—1)e* = (2*°+2—2)e" = (v+2)(x—1)e"

~1+v1+38
TEVIES = —2va=1

CalAuz.: 2’ +2-2=0&1= 5
x -2 1
']+ 0 —| 0 |+
fLAFE2) [N [
Portanto temos que f tem um mdximo local em x = —2 com valor f(—2) = 572 e um
minimo local em x = 1 com valor f(1) = —e.

Os intervalos de monotonia sao:
| — 00, —2[ onde f é crescente,

] —2,1[ onde f é decrescente, e
]1,400] onde f é crescente.
(

b)

1 / 2 — 2)e” 1+ 1 %
lim M(:§> N it ) S Sl S

T—+00 €T o0 r—+00 f(]j) T—s+00 (LEQ — T — 1)6:): t—+too 1 — 14

2_2-1

lim f(z)= lim (:102 —z—1)" = lim r z (: f) RC
T—r—00 — T—r—00 e—CC o0
20 — 1
R Qim =2 (: f) RC fim = = lim 2" =0
z——o00 —e ¥ o0 T——00 €7 T——00



8- Determine, no seu dominio, uma primitiva para cada uma das funcoes definidas pelas
seguintes expressoes:

(a) ¥/ + S
(b)

(C) 224221,
(

x?senx

1-3+$ )

d) (\/1_17)3 (faga x = sent).

Resposta a questao 8:

3 T 32 PEn T 3\
/\/— e® + 322 x:/xédx+/ﬂdx:$3 +/(e+x)dX:

e a3 e’ + a3 s+1 e + 13
3
= Zﬂ% +log(|e” + 7))
(b) Primitivando por partes: [«w'v = uwv — [wv’ com v/ = senz e v = 2?. Portanto
temos u = —cosxz e v = 2x. Aplicando a férmula da primitivacdo por partes
obtemos:

/:CQSeniCdX:—$2COS$+/QSUCOSZ'dX

Usando novamente primitivacao por partes em f 2r cosxdx com u' = cosz e v =

2z, temos
Ja?senzdx = —z?cosz+ [2xcoszdx
= —z?cosz +2zsenz — [2senxdx
_ 2
= —x°cosx + 2xsenx + 2cosx
2242x—1 _ x2%42z—1 ¢« = : ,
(c) =5 T Garin ¢ uma funcao racional em que o grau do numerador é menor

z2422—1
2@t +1)

que o grau do denominador. Portanto, decompoe-se em fraccoes simples da

seguinte forma:

2 +2r — 1 _é+B:U+C’_A(x2+1)+Bx2+C’x_ (A+ B)z? +Cx+ A
v(z24+1) 2241 z(x? +1) B z(x? +1)

onde A e B sao as unicas constantes que verificam as igualdades. Donde se deduz
que




A+B = 1 A = —1
C = 2 &<¢{ B = 2
A = -1 C = 2

Assim, temos que

24920 —1 2:L'+2 2x
dx= [ — dx = —1
/ S L= / 2 og<|a:|>+/$2+1

1
dx +2 dx =
X+ /332 1 X
= —log(|z|) + log(x* + 1) + 2arctg x
(d) Considerando a mudanga de varidvel x = sent (e portanto dx = costdt), temos
que

dx costdt

J——
(VIsen?0)?
= [omde

= fcos27§dt

7=




9- Considere o conjunto S C R? definido por

S={(z,y) €eR*: 22 <y <3—27}
Esboce o conjunto S e calcule a sua area.

Resposta a questao 9:

2 <y<3-2'=>-2<3-2er’-2r-3<0&-1<z<3
Portanto o conjunto S esta compreendido entre as curvas de equacao cartesiana y = 3—x?
(acima) e y = —2x (abaixo) para valores de x entre —1 e 3.
Deste modo a sua area sera dada pelo valor do integral definido

3 3 3 z=3
27 1 32
/ 3—2%—(—27)dx = / 3—2212zdx = |3z — — + 2 =9— " 49— (=3+=+1) = =
1 1 3 3 3 3

Nota- Por motivos técnicos esta resolucao nao inclui um esboco de S.

r=—1



10- Considere a fungao
f(z) =e"senx
(a) Determine o polinémio de Taylor de grau menor ou igual 2 em torno do ponto a = 7
da funcao f.

(b) Mostre que existe um ponto ¢ €]0, 7[ onde o polinémio de Taylor de grau um em
torno desse ponto ¢ dado por:

2e2(x — c)

pre(x) = esen(c) + -

Resposta a questao 10:

(a) O polinémio de Taylor de grau 2 em a = 7 da fungao f(x) = e"senz é dado pela
expressao:
f// T
pas(x) = F(m) + fm)w =) + L0 )
f(z) =e"senz = f(m) = e"sen(m) =0,
f'(xz) = e*(senx + cosx) = f'(m) = —€”,
f'(x) =2e"cosx = f"(m) = —2€".
Portanto, o polinémio de Taylor de grau 2 em a = 7 da funcao f(x) = e*senx é

pon(x) = —€" (v —m) — e (x — 7)?

(b) O polinémio de Taylor de grau um em torno dum ponto ¢ da fungao f(z) = e*senx
é dado pela expressao:

pre(z) = f(e)+ f(c)(x — ¢) = esen(c) + f'(c)(x — ¢)

pelo que, tudo o que temos a demonstrar é que existe um ponto ¢ €]0, [ tal que f'(c) =
Tal é garantido pelo teorema de Lagrange, uma vez que

f(5)—=f(0) €2 -0 2e

T T
7 — 0 2 T

™
2e?2
prnp

Wl




11- Determine a natureza das seguintes séries:

Resposta a questao 11:

(a) Vamos comparar a série » -, ”:QSTQ(”) com a série ) 7 .
n—+sen(n) sen(n
lim —2+20 — Jim —n +nsen(n) _ im —ﬁ2(1 il #) =
R 2 = 2 2y
- n? +2n P11+ 2)
Como 1 €]0,+o0o[ temos que a série Y ":;f;(”) tem a mesma natureza que a série
> %, que é divergente pelo critério de Dirichlet (3- =& converge se e s6 se a > 1).
. n2
(b) SeJa [ 13
(n+1)2 2/prm 3 2 n 3
. Gpg1 . LD . (nA1)%(6"+n’) L (n41)7 6" +n B
lim =lim ———— =1 n 5 = lim o lim ——
an s (6"l + (n+1)%)n n 6"+t + (n+1)3
1\’ 6"(1+ 2 1
i (1 L) g 6)3 _ !
n 67+ (1 + M) 6

Como lim “2 < 1, temos, pelo critério da razao, que a série Y >° | ="—5 é convergente.

n= 16"+



12- Seja f uma funcao continua e positiva em R que satisfaz a seguinte igualdade:

o) = [ 2

(a) Diga, justificando, se f é diferencidvel ou nao.

(b) Determine f.

dt

Resposta a questao 12:

(a) Sendo f uma fun(;éo continua e positiva (logo ndo-nula) em R (de acordo com o
enunciado) temos que T t) é também uma funcao continua em R. Portanto, pelo Teorema

126

Fundamental do Célculo, o integral indefinido f dt é uma funcao diferenciavel em R.

a:2e

Logo f(z) = 7 % ¢ uma funcdo diferencigvel em R.

(b) Derivando ambos os termos da igualdade

1 log(f
(1) f
(usando o Teorema Fundamental do Calculo no Segundo termo) obtemos a seguinte igual-
dade
fllz) 2—¢
flz)  flx)
donde tiramos
floy=2-¢

Portanto, f(z) é uma primitiva de 2 — e”, logo
flz)=2x—€"+c

sendo ¢ uma constante.
Além disso, f satisfaz a igualdade (1), donde resulta, com = = 0, que

log(f(0)) =0 —-14c=1c=2
Resumindo, a funcao f é dada pela expressao
flz)=2x—€e"+2



