1°-Teste (Com resolugao)

Calculo Diferencial e Integral I
Cursos LEE, LEGI, LEIC e LERC 2° Semestre de 2010/2011

Duracao: hora e meia
Versao B
1- Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por
A={recR: |4z —2|>2?+2} B =] —2,5]
(a) Mostre que A = [—4,0] U {2}.

(b) Determine caso existam, ou justifique que nao existem, o conjunto dos majorantes, o con-
junto dos minorantes, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo de AN B.

Resposta a questao 1:

(a)

4z —2| > 2?4+ 242 —2>22+2Vdr —2< 2?22 —dr +4<0Vai+4r <0 &
(x—22<0Vaz(z+4)<0sz2-2=0V(z>—-4A2<0)

Portanto A = [—4,0] U {2}.

(b) AN B =] —2,0]U{2}.

O conjunto dos majorantes de ANB é [2,4+00[, 0 conjunto dos minorantes de ANB é ] —oo0, —2],
o supremo de AN B é 2, o infimo de AN B é —2, o maximo de AN B é 2 e o minimo de AN B
nao existe (pois o infimo nao pertence a AN B).



2- A sucessao u,, encontra-se definida através de:

2
uy, +8
6
(a) Mostre que wu,, é uma sucessao decrescente e que u,, > 1, para todo o ntimero natural n.

Uy = 3, unJrl =

(b) Mostre que u, é convergente e calcule o seu limite.

Resposta a questao 2:

(a) Vamos mostrar primeiro por indugdo que u,, > up+1 > 1 para todo o nimero natural n (o
que mostra que a sucessdo é decrescente e minorada por 1):
Para n =1 a proposicao é verdadeira pois equivale 3 > 16—7 >1(adqueu =3eug = 16—7)
Consideremos agora, por hiétese de inducao, que
Up > Up41 > 1 Hipdtese de indugao (H.I.)

para um n fixo. Vamos entao usar esta hipdtese para demonstrar a tese de indugao:

Up41 > Upyo > 1 Tese de indugao

. 1>0

demostragao: un>un+1>1:>>ui>ui+1>1:>ui+8>ufl+1+8>9:>
2 2

u;, +8 u +8 9 2>1
n— > "*é >66:> Ung1 > Ungg > 1.

(b) Como u, é uma sucessdo decrescente e minorada entdo é convergente. Seja L = limwu,,
entao temos que:

=

u?+8  (limu,)?+8 L*+38

6 6 6

Desta igualdade tiramos que L? — 6L 4+ 8 = 0, logo L = 2 ou L = 4. Como u,, < 3 para todo o
n € N, o limite nao pode ser 4 logo tem que ser 2.

L =limu,4; = lim



3- Considere a seguinte funcdo f definida em todo o R pela expressao:

sen(mx) a
1t 5 sex >1

flz) = 1 sexr =1
Vaz+ 8-z sex<1
sendo « e 8 os valores reais que tornam a funcao f continua em todo o R.
(a) Determine os valores de a e S5
(b) Calcule os limites

lim f(z)e lim f(x)

T——00 r—+0o0

(c) Prove que f tem um mdximo sem necessariamente determind-lo.

Nota: No enunciado feito durante o teste estava \/x2 + § — x em vez de /22 + 8 — |z| 0 que
impossibilitava a resolugao da alinea (c).

Resposta a questao 3:

(a) Para que f seja continua em todo o R, em particular para x = 1, é necessdrio que
lim f(z) = lim f(z)=f(1)
r—1—

rz—1t

lim f(z)= lim Sen(“x)Jr% = ( lim S0(T@ = 1) +7r)>+a - ( lim _Senwx_l))w) o=

rz—1+t z—1+ x —1 rz—1t r—1 r—1+t 7T(£E — ].)

< sen(y)
= m —_—T
y=n(z—1)—0*t Yy
Portanto, lim,_,1+ f(z) = f(1) se sé se —7 + a =1, ou seja, a = 1 + 7.
Por outro lado,

)+a7r+a

lim f(x)= linlai Vaz+p—lz|=+14+8-1

r—1—

Assim, lim,_ .- f(z) = f(1)sesé6se 1+ p—-1=1</1+=2<5=3.
(b)

lim f(r)= lim sen(ﬂx)+oz: lim sen(mzx)

T—r+00 z—+oo0 x — 1 E z—+o0 x — 1
pois sen(7z) é uma funcdo limitada e x — 1 — 400 quando z — +oc.

i f) = lim Vo el = i W flﬂ)(ﬂ . ||+ -
$2 +ﬁ _ |$|2 B

. . p
hm —_—— = hm ——— =0
r— —00 /$2+6+‘$L’| r— —00 /$2+6+|$|

Nota: Como estava no enuciado original ficaria apenas:

lim f(z)= lim va?2+4+8—2=+00—(—00) =+
T——00 T——00

(¢) Como lim,, o f(2) = limg—, oo f(z) = 0 existem a, b € R tais que f(z) < 1 para quaisquer
x < aoux > b. Por outro lado, como f é continua em R (e em particular em [a, b]), pelo teorema
de Weierstrass, f tem mdximo em [a,b]. Seja M o mdximo de f em [a,b]. Como f(0) =1 e



f(x) < 1 para qualquer z ¢ [a,b], 0 € [a,b] logo m > f(0) = 1. Concluimos entao que m é maximo
da funcao em todo o R. Logo f tem méximo absoluto.

Nota: Como estava no enuciado original, f néo teria maximo pois lim,_, o f(z) = +o0.



4- Caso existam, calcule os limites (em R) das seguintes sucessoes:

4n+1_ 3 2n
w= Y = VL = (22

n3 + 2n n+1

Resposta a questao 4:

Up,:
VA4t — 2"\ /4 + 1= \/ + 1=
limu, = lim — " — lim 3 o fim YA =2
ns + 2" 2n (47 4+ 1) 5 >+ 1
Up,:

limv, =lim V3" +n =1im3 {/1 + 37 =3

Ou alternativamente, v,, = lim {/a,, com a,, = 3™ + n. Como

oy @ _ 3+ (n+1) i 33+

Qp, 3n +n 3”(]— + 3n)

. T T [
temos que limv,, = lim /a,, = lim Z—n =3.

n 4 3\2" 9 2n+2 9 -2
lim w,, = =lm(1l+ —— 1+ =
n+1 n+1 n+1

5 \"+l 2 9 N\ 2 )
. 2 —2 4

Ou alternativamente,
2n B 2n
9 \2" 9\t 5\l lim 25
lim(14+ —— =lim |14+ —— = |lim(14+ ——
n+1 n+1

Wp,:

= lim

n+1




5- Calcule as derivadas das fungoes dadas pelas seguintes expressoes:

~ log(2? +2)

f(z) = arctg(3z)senz e g(x) -

Resposta a questao 5:

1/ (z) = (arctg(3z) senz)’ = (arctg(3z)) senz + arctg(3z)(senz)’ =

(3z) 3senzx

senx + arctg(3x) cosx = + arctg(3x) cos

T 1+ (32)? 1+ 922
, log(z2 +2)\"  (log(z? + 2))z — log(2? + 2)2’
2 ’
(22':22) x —log(z? + 2) _ zfﬁzx —log(z? +2) 2 log(x? + 2)

z2 2 z2 4+ 2 2



6- Seja f : R — R uma fungao tal que f(f(z)) = —z. Mostre que f nédo pode ser continua em
todo o R.

Sugestao: Mostre que f é injectiva e nao é mondtona.

Resposta a questao 6:

Por definicdo, f é injectiva se f(a) = f(b) = a =0b. Ora f(a) = f(b) = f(f(a)) = f(f(b)) &
—a = —b< a=0», portanto f ¢é injectiva.

Se f fosse crescente terfamos a < b= f(a) < f(b) = f(f(a)) < f(f())) & —a<-bea>bo
que é absurdo. Por outro lado, se f fosse decrescente terfamos a < b = f(a) > f(b) = f(f(a)) <
f(f() & —a < —=b<a>bo que também é absurdo. Portanto f ndo pode ser monétona.

Sabemos, por um coroldrio do teorema do valor intermédio (ou de Bolzano), que uma fungao
continua num intervalo é injectiva se e sé se for estritamente monétona. Como f é injectiva e nao
é mondtona em R concluimos que f nao pode ser continua em R.



