2°-Teste (com resolugao)

Célculo Diferencial e Integral I
Cursos LEE, LEGI, LEIC e LERC 2° Semestre de 2010/2011

Duracgao: hora e meia

Versao B

1- Considere a funcao f : R — R definida pela expressao:

_1
f(x):j2+3

(a) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

(b) Determine, se existirem, os limites (em R)

lim f(z)e lim /()

T—+00 x—1 lOg(ZC)

Resposta a questao 1:

(a)
) = (x — 1) (2* +3) — (z — 1)(2* + 3) o +3—(z—1)(22) _

(z2+3)? (z2+3)?
2?4243 _372—2x—3 _ (z=3)(=+1)
(z243)2 (22432 (22 + 3)?

Cal. Aux.: 1°—2r—3=0&1= Sr=3Vr=-1
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Portanto temos que f tem um minimo local em = = —1 com valor f(—1) = —% e um

méximo local em x = 3 com valor f(3) = ¢

Os intervalos de monotonia sao: "
| — 00, —1[ onde f é decrescente,

] — 1,3[ onde f é crescente, e

|3, +00[ onde f é decrescente.

(b)

. . ox—1 . AL —%) 040
IEToof(’”):xEIfoomug = £21+3) 140

fl@) [0\ re . [fl@) ., _ (1=-30+1) 1
xl—%log(x) (_6> _alcl—ﬂ 1 =)= (12432 4



2- Determine, no seu dominio, uma primitiva para cada uma das fungoes definidas pelas
seguintes expressoes:
(a) € + (3 + sen x)? cos x;

log(v/z)
(b) =%

(c) ==,

(d) ¥==L (faca o — 1 = y).

x

Resposta a questao 2:

(a) [e*+ (3+senz)?coszdx = [e"dx+ [(3+senz)?coswdx =" + M

(b) Primitivando por partes: [u'v =uv — [uv’ com v’ = \/LE e v = log(y/x). Portanto

temos u = 2y/r e v = ﬁ = i Aplicando a férmula da primitivagao por partes

obtemos:
[ dx = 2y/zlog(v/r) — [ 24 dx
= 2y/xlog(y/7) — f\/iidx
= 2yxlog(\/r) — 2¢/x
()
42t —x—2 +—x—2
= _—
>+ z(x+1)
x’(a’fﬁ) decompoe-se em fracgoes simples da seguinte forma:

—x—2 A B A(x+1)+ Bx

z(z+1) ;+:1:+1: z(r+1)

onde A e B sao as unicas constantes que verificam a igualdade. Estas podem ser
determinadas atribuindo a equacdo —x — 2 = A(x + 1) + Bz os valores de x = 0
(donde sai A = —2) e x = —1 (donde sai B = 1).

Assim, temos que

4?4+ —1 2 1 x?
/ o dx=/x—;+x+1dx:5—210g(|x|)+10g(|x+1|)



(d) Considerando a mudanga de varidvel o — 1 = y < = = y*> + 1 (e portanto dx =
2y dy), temos que

J¥tdx = [ H2ydy

241-1
- nyy2+1 dy

= 2[1-5qdy
= 2(y — arctgy)

= 2z —1—2arctg(v/z — 1)



3- Considere o conjunto S C R? definido por

2
S={(r,y) ER*:2-3<y<—=Ax>0}
T

Esboce o conjunto S e calcule a sua area.

Resposta a questao 3:

Para x > 0 temos que

2
r—3<-"or-3< -2 -3x+42<01<<2
X

Portanto o conjunto S estd compreendido entre as curvas de equacao cartesiana y = —2

(acima) e y = x — 3 (abaixo) para valores de z entre 1 e 2.
Deste modo a sua area serd dada pelo valor do integral definido

2 2 I‘Q r=2 1 3
/ (———2+3)dzr = |—2logx — 5 + 3z = —2log2—2+6—(—2log 1—5—1—3) = —2log 2—1—5
R

r=1

Nota- Por motivos técnicos esta resolucao nao inclui um esboco de S.



4- Determine o polinémio de Taylor de grau 2 em torno do ponto a = 2 da funcao

~ . o . ~ 2
Nota: nao tente primitivar a funcao et .

Resposta a questao 4:

O polinémio de Taylor de grau 2 em a = 2 da fungao f(z) = [; et dt é dado pela
expressao:
f"(2)

2!

p2a(x) = f(2) + f(2)(z — 2) + (2 —2)°

flx)=[Fedt = f(2) = [f e dt =0,
fi@) = e = f(2) = e,

f(x) = 2ze” = f"(2) = 4e*.

Portanto, o polinémio de Taylor de grau 2 em a = 2 da funcao f(z) = |. Tet’ dt &

poa(r) = et(z — 2) + 2e*(x — 2)?



5- Determine a natureza das seguintes séries:
= Vn+2
0) SEEEINT) gt
n=1

n?+3
=1
Resposta a questao 5:
Vn+2 o o0 1
Y7o com a série » 7 =L

2 2
n 1+ =
— =

(a) Vamos comparar a série >~
n+2 3
. n2yn+2 i
m—— = lim 3
n* + 3 n?(1+ =
n
tem a mesma natureza que a série

. 3
lim »2 =1
3
n2
0 +/n+2
1 ey 1
~5» que é convergente pelo critério de Dirichlet () -~ converge se e s6 se a > 1).

Como 1 €]0,4o00] temos que a série )

!

o0
Zn:l
. _ 3774
(b) Seja a, =
3n+1

A n+1
lim%:hm%zl 3 =lim—— =

a, = 3n(n+1)! n+1
dntl 1 temos, pelo critério da razdo, que a série > oo . 3 é convergente
an ) 9 p ) q n=1 | g .

Como lim



6- Seja f uma fungao definida e continua em R* que satisfaz a seguinte igualdade:

of(z) = [(f(t) —344)dt

a) Diga, justificando, se f ¢é diferenciavel ou nao.

(a)
(b) Determine f.
(c) Mostre que existe um ponto a €]1,2[ tal que f(a) +a = 2f(2) + 3. (Sugestao: use o

teorema de Lagrange)

Resposta a questao 6:

(a) Sendo f uma fungao continua em |0, +oo[ (de acordo com o enunciado) temos que
f(t) — 3+t é também uma fungao continua em ]0, 4+o00[. Portanto, pelo Teorema Funda-
mental do Célculo, o integral indefinido ff( f(t) —3+1t)dt é uma fungao diferencidvel em
10, +00[. Logo f(z) =12 [[(f(t) — 3 +t)dt é uma funcdo diferencidvel em ]0, +-o0|.

Tz

(b) Derivando ambos os termos da igualdade

0 of(x) = / () — 3+ ) de

(usando o Teorema Fundamental do Céalculo no segundo termo) obtemos a seguinte igual-

dade
fx) +af(z) = flx) -3 +=

fla)==2+1

Portanto, f(z) é uma primitiva de —% + 1, logo

donde tiramos

f(z) = =3logx+z+c

sendo ¢ uma constante.
Além disso, f satisfaz a igualdade 1, donde resulta, com x = 1, que

f(1) =0 c=—-1+3logl =—-1
Resumindo, a funcao f é dada pela expressao
f(z) = =3logx+z—1
(c) Seja p(z) = xf(z) = [ (f(t) — 3+ t)dt, ¢ ¢é continua em [1,2] e diferencidvel em
|1,2][. Logo, pelo teorema de Lagrange, existe a €]1, 2] tal que

oy P2)—e(l)
(2) ¢'(a) = o1



Como ¢(x) = zf(z) temos que p(2) = 2f(2). Por outro lado, sendo ¢(z) = [[*(f(t) —
34t)dt, temos que p(1) = fll(f(t) —3+1t)dt = 0 e, pelo teorema fundamental do célculo,

¢'(a) = fla) =3 +a.
Assim sai de 2,

fla)=34+a=2f(2)< f(a)+a=2f(2)+3.



