Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

11 de Abril de 2003

|Semana 4|

1. Seja I' C C a elipse |z — i| + |z — 2i| = 2, percorrida no sentido positivo. Calcule
(a) f Z5 e22c0322 dz
r

25 e22(70$22
(b) ]{ AR
T

2z —am

(C) fr m dZ.

(d) j[rﬁdm

Resolucao:
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#00s°z & analitica em C. De facto cos?z é o produto de duas funcoes
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a) A fungao z°e
liti tanto 2%cos?z também o 6. Assi

analiticas (cos z), portanto z°cos “z também o é. Assim e

analiticas ( a fungao exponencial composta com a fungao z%cos?z). Finalmente z° ¢
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¢ o produto das funcoes z° e € “*”2 pelo que é também uma funcao analitica em C.

Entao o Teorema de Cauchy garante-nos que
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Concluimos que o ponto 5 é a tnica singularidade da funcao =, ¢ é um ponto
Z—im

interior a regiao limitada pela elipse |z — i| + |z — 2i| = 2. Pelo que podemos aplicar a

férmula integral de Cauchy (porque a funcao z° €2°°5"% ¢ analftica):
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¢)A funcao m tem singularidades nos pontos z = 0 e z = 7. Enquanto que o ponto

z = i pertence ao interior a regiao limitada pela elipse |z — i| 4+ |z — 2i| = 2, 0 mesmo
nao acontece com z = 0. Entao a fungdo — ¢ analitica na referida regiao e temos (pelas
z

férmulas integrais de Cauchy)

1 2
7{22(,2—2')3 de = %(zizf e
T T
_ 2m d* 1
2 {d—z@}

| 6
=7TZ;_.

= 6m

d) Também por aplicagao directa das férmulas integrais de Cauchy, temos
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2. Considere a funcao complexa definida por
f(2) = f(zx +iy) = 2* — y* — 22y + 2y + i (:CQ—y2—|—2xy—2:c) :
Justificando pormenorizadamente a sua resposta, determine o valor do integral
z
jé—(zf—( ;)2 dz,
onde C'={z € C: |z —i| = 4} é percorrida uma vez no sentido directo.

Resolugao:

Sejam u e v, respectivamente, a parte real e imagindria f:

u=a>—y* —2xy+2y e v=2a>—y?+22y—22

Temos
ou ov
ox T Jy y+ ez
ou ov
9 y — 2 + e (27 +2y —2)

Pelo que u e v satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann e as suas derivada parciais
sao continuas. Podemos entao concluir que f(z) é uma func¢ao analitica em todo plano
complexo (e portanto, num aberto simplesmente conexo que contem a curva C').

Por outro lado a curva C' é uma curva regular e fechada percorrida uma vez no sentido
directo; e o ponto z = 2 estd contido no interior da regiao limitada pela curva C; de facto
2 —i| =5 < 4.

Entao podemos aplicar as férmulas integrais de Cauchy para obter:

PRI

(z —2)? 1!
. (Ou Ov
= 2m (a—x (2, O) + Z% (2, 0))
= 2mi(4+1i(4—2))
= —4m+18m

3. Considere a seguinte funcao u : R? — R:
u(z,y) =2° +y* — 3ay(z +y)

(a) Mostre que u é uma fun¢ao harmonica.

(b) Determine a fungao harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.



(c) Calcule
Pl
c(z— 1)2 7

onde f(z) = u(z,y) +v(z,y), z=x+1iy e C é acurva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.

Resolugao:
a)Temos
0 0
au_ 3z% — 6y — 3y2 e au_ 3y2 — 3z% — 6zy;
Ox Oy
0*u 0%u
@=6x—6y e a—y2=6y—6x.
2

2 2 , P 7z
Pelo que % + g—yé‘ = 0. Como claramente u € C*, mostramos que u é harmonica.

b)Temos de ter

ou ,  Ov
9 3x° — bzy — 3y” = ay
Oou 9 9 ov
9y 3y° — 3z _ny__ﬁm'

Primitivando a primeira equa¢ao em ordem a y, obtemos
v =3yz* = 3xy’ —y’ + ¢ (2),
e usando esta igualdade na segunda equagao vem
3y — 3% — 6zy = —6yz + 3y* — ¢, (v).
Donde

ou seja
o (v) =2+ ¢,

onde ¢ é uma constante real. Obtemos entao
v = + 3yz? — 3xy® —y* + ¢
Da condicao v(0,0) = 0, obtemos ¢ = 0 e portanto

v = + 3ya? — 3xy° — y°.

c¢) Pelas féormulas integrais de Cauchy, temos (uma vez que f é analitica e o ponto 1 é

interior ao circulo |z] < 2)
7{ L)Q dz =2 f'(1).
c(z—1)



Como
fla+iy) = 2* +y* — 3ya® — 3wy® + i (2 + 3ya® — 3zy® — ¢*),

Vem
f'(x +iy) = 3% — 6xy — 3y* + i (327 + 6yx — 3y?) .
Pelo que
Sy = [Be? = 6oy — 3y 4 (3 + 6y = 3°)],
e

/(z) — on i
ﬁ(z_l)gdz = 2n3(1+1)
= —6m(1—1).

. Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = z(2* +2* — |z|?), e sejam u e v fungdes
de R? em R tais que u(x,y) = Re[g(z + iy)] e v(z,y) = Im [g(z + iy)].

(a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagoes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da funcao g?
(b) Mostre que u é uma fungao harménica.

(c) Determine uma funcao f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.

Resolugao:

a) Temos

gle+iy) = (@+iy) (@ +iy) +@tiy) — | (@ +iy) )
= (z+1y)( (:L’Q—y +z2xy)+(:1:2—y2—i2:cy)—(x2+y2))
= (z+iy) (= - 3y%),

pelo que
u(z,y) =2° — 3zy° e wv(z,y) =yz® — 3y°.

As equagoes de Cauchy—Riemann ficam

ou ov
U _ g2 32— g2 _g2=2"
o x Yy =x"—9y ay
ou ov
— = —baxy=—20y=——.
By Y= T T s

Da primeira equacio vem 22 + 63> = 0 e portanto x = y = 0. Concluimos que as
equagoes de Cauchy—Riemann sé sao satisfeitas na origem. Como nao existe nenhum



conjunto aberto aonde a fun¢ao satisfaga estas equagoes concluimos que f nao é analitica
(qualquer que seja a regiao considerada).

b) Temos
ou 9 ou .
e 3z° —3y° e 9y 6zy;
0%u 0%u
2o T
92 6z e x

2 2 , 2 s
Pelo que % + g—yé‘ = 0. Como claramente u € C?, mostrdmos que u é harménica.

¢) Seja f =u+iw, i.e. w(z,y) =Im[g(z + iy)]. Temos de ter

ou ,  Ow
o 3x _3y_0y
o gy = O
dy Y= "o

Primitivando a primeira equagao em ordem a y, obtemos
w=3yz’ —y’ + 1 (x),
e usando esta igualdade na segunda equacao vem
—6xy = —6yz — ¢} (x).

Donde
¢ (z) =0,

ou seja ¢1 (z) = ¢ € uma constante real. Obtemos entao, tomando ¢ = 0,
w = 3yx2 — yg.
Portanto

fle+iy) = u(z,y) +iw(z,y)
= 2 = 3ay® +i (3yz® — ).

. Determine o interior da regiao de convergéncia das séries de poténcias:
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Resolugao:



i@z—i)n =i2”(z—%)n
nt+1 nt+1 "’
n=0 n=0
e
2" A
4 1 1 1 1
lim 77—"‘11 — lim _M -
n—-+00 on+t n—+oo 2 nt+1 2
(n+1)"+1

Pelo que o raio de convergéncia desta série é % O interior da regiao de convergéncia é

1
{ZG(C. <§}

1
Z__
2

b)
PN LN o WA
nm nm
n=0 n=0
e
lim {/— = lim l =0
n—-+oo nm n—-+oo N

Pelo que o raio de convergéncia desta série ¢ +o0o0 (= %) O interior da regiao de con-
vergéncia é C.

c)

n n! n+1\"
1 = 1 4+ 1
(n + 1)n+1
= lim
n—-+4oo n
= €.

Pelo que o raio de convergéncia desta série é €. O interior da regiao de convergéncia é

{zeC:|z+1] <e}.

d)
o o
2
E n"z" = E anz",
n=0 n=0



com
n , .
o — \/H*/_ , se n & um quadrado perfeito
n , .
0 , caso contrario.

Entao (onde ngrfoo {/|an| designa o maior dos sublimites de ngrfoo Vlan))

lim {/]a,] = lim /a2

n—-+0oo n—-+o0o

= lim "\2/ nn

n—-+oo

= lim /n

n—-+o0o

= 1.
Pelo que o raio de convergéncia desta série é 1. O interior da regiao de convergéncia é

{zeC:|z| <1}.

. Considere a seguinte série de poténcias

—+00

9" se n par
E ay 2" onde ay, ={ P

3" se n impar
n=0

Sabendo que esta é a série de Maclaurin de uma func¢ao f, analitica em todo o seu dominio,
calcule f(1).

Resolugao:

O maior dos sublimites da sucessio ¥/|a,| ¢ lim/|a,| = 5, porque

" D se n par
Vlan| = {

3 se n impar

O raio de convergéncia da série é pois R = %

Para |z| < 1, temos

400 400 “+o0
E Ap Zn = E QAon ZQn + E A2p+1 Z2n+1
n=0 n=0 n=0
“+oo

= Z (52)*" + Z (32)*"H

n=0 n=0
1 3z

+
1—(52)°  1—(32)°
1 L 3z
1—-2522  1-—922°




Concluimos que a funcao definida por

1 3z
T =155 T 10
que é analitica em C\ {—%, —%, %, %}, tem a série dada como série de Maclaurin. Pelo
que
1 3
1 =
FQ) 1-25 + 1-9
_
127

. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes fun¢oes em torno dos seguintes
pontos:

(a) senz , em torno de z = 7.
(b) €* , em torno de z = i27.

(c) z%e* , em torno de z = 1.

Resolugao:
a)sen z , em torno de z = 7.

senz = sen(z—m+m)
—sen (z — )
= (-

= 2 2n+1)! (z = m™™

b)e* | em torno de z = i27.

z—1i2T

> (z —i27)"

o

n—=

c)z%e* | em torno de z = 1.



8. Para cada fungao e regiao indicada, determine as séries de Laurent respectivas:
1
a) ——, |z| > 1.
() — . I

(b) 2° (e% -I-Z) , |z| > 0.

Z—1

Y
(z — 2i)

()

(d) (322 — 1)sen (m +Z), 12 > 0.

Resolucao:

1
— 1.

1
- Z Zn-i—l

b)z® (e% + z) , |z| > 0.




zZ—1

|z —i| > 1. Seja & =

Z—1

1
(2 —

; portanto |£] < 1 e

i)

Z—1 1

(z —2)?

d) (32% — 1) sen (“Z—J’Z), |z| > 0.

3
(322 — 1) sen (WZ tz

23

com Aoy, =

(

(1—i€)’

el 1

d£ (1 — i)

—ifd—g nZO i"E"

—i& i T
n=1

i nin—lfn

Zm (z—1)"

= (3z2 — 1) sen (77 + é)

= — (32" —1)sen (%)

— (D" 1
- _(322_1)2 2n+1)!z4n+2

B 0 n+1 3
- Z 2n—|—1' LAn Z4n+2

n:0
0
= Z A2n, Z2n7
n=—oo
3(-1)= "
% sen < 0 par
—n)!
n+1
2

se n < 0 impar
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9. Determine a série de Laurent de (2712 nas seguintes regioes:
Z J—

(a) 0<|z—1|<2.
(b) 2<|z—1] .

e calcule os seguintes integrais:

1
(a) ]{|z—1|1 —(22 - 1)2 dz .

1
) j[|z—1|3 (22 —1)° *

Resolugao:
a) Pondo £ = z — 1, temos, para 0 < }%‘ <1 (ouseja 0 < |z — 1| < 2),

1 1 1
(22 —1) (z—1)* (2 + 1)
1 1

& (E+2)°
—1d 1
€2 dé(E+2)
—ld_1
267 d¢ (5 +1)

—1d X [/-1\"_,
- m;(ﬂ ¢
_1 00 _1 n
- w2 (5) e

Portanto, como a circunferéncia |z — 1| = 1 estd contida no anulo 0 < |z — 1| < 2 aonde
a série de Laurent obtida acima é convergente, vem:

]{ ril)de _ 27rz'[(_71>n+4(n+3)

|z—1]=1




10.

b) Pondo ¢ = -1, temos, para |2¢] < 1 (ou seja |z — 1| > 2),

z—1?

_
(22— 1)’

1
(t+2)

1
_ 4
= ¢ (1+ 2¢)
_§4i 1
2 dE (1 + 2¢)

= ¢

1 &=

EEeri (="t n-3)(z—-1)".

n=4

Portanto, como a circunferéncia |z — 1| = 3 estd contida no anulo 2 < |z — 1| aonde a
série de Laurent agora obtida é convergente, vem:

1
f ﬁdz=0,
(22 —1)

|z—1|=3

uma vez que nao aparece a poténcia —1 na referida série.

Calcule

1
dz .
7{ ((z=14)°+ (2 —i) = 6) (z — )

|z[=2

Sugestao: Considere £ = z — 7 e desenvolva em série de poténcias de .

1
24166

Resolugao:

13



De acordo com a sugestao, temos (para |£] < 2)
1 1
£ 466 (€—2)(£+3)

A funcao

h(z) =
(2) ((z—=14)%+ (2 —i) = 6) (2 — )*

tem apenas trés singularidades isoladas: z =i+ 2 (pdlo de 1*ordem), z =i — 3 (pdlo de
1*ordem), z = i (pdlo de 20%ordem). Como as singularidades z =i+ 2 e z =i — 3 sao
exteriores ao circulo |z| < 2, e pelo contrario z = ¢ é interior a este circulo, temos pelo
Teorema do Residuos:

7{ h(z)dz = 2mi I;{esh (2).

|z]=2

Atendendo aos cdlculos ja realizados obtemos (para 0 < |z —i| < 2)

<
((z—i)* + (2 _1Z') o i 2(1_012% ( 31
: z(;—;w_@_%gy T

n20

n=-—20

pelo que
1 1 1 1 n+20
Rephle) = L—o—w—ﬁ(?) ]
o111 —1\"
10219 15\ 3
11 11
~ \ 5@ 53
_2—20 2 20
- 1—(=
= ()
Portanto




