Anadlise Matemadtica IV
Problemas para as Aulas Préticas - Sugestoes para resolugao.

|Semana 5|

1) Determine e classifique as singularidades das seguintes fung¢oes. Calcule os residuos cor-
respondentes.

a)
1—cosz
h(z) = ——
A funcao tem uma singularidade removivel em z = 7, como se pode ver facilmente
calculando o limite de fi(z) quando z — 0.

zZ— T

fa(z) = CEDE

Singularidades em z = v/2i e z = —/2i (pdSlos duplos).

1
2) = ——=.
fa(2) 27(1 — 22)
Singularidades (poélos simples) em z =1 e z = —1, e um pdélo de ordem 7 em z = 0
(o residuo em z = 0 pode ser obtido desenvolvendo 1~ em série de poténcias

convergente para |z| < 1).

sen z

fa(z) = A1)

Pélo triplo em z = 0 (uma vez que lim,_,o 23 f4(2) & finito e diferente de zero), e pSlos
simplesem z =1e z = —1.

1
fo(z) = 2exp .
z

Singularidade essencial em z = 0 (basta desenvolver exp% em série de Laurent em
torno do ponto 0, para chegar a essa conclusao).

2) Justifique que a fungao

tem uma singularidade em z = 0, a qual nao é isolada. A fun¢ao tem singularidades em
z: T =kmk€Z, ouseja, em z =0V z = 1,k € Z\{0}. Logo, temos uma sucessao de
pontos singulares convergente para z = 0.

3) Calcule:




onde C' & a circunferéncia |z| = v/7 percorrida no sentido positivo. A funcio tem singu-
laridades em pontos z = x + iy que verificam

2 =y xy=kn, ke Z.

As singularidades interiores a C, correspondem portanto a pontos que verificam essas
condigoes, com |k| = 0,1. Desenvolvendo e* em série de poténcias de z, é ficil ver que
z = 0 é um pdlo duplo, e calcular o residuo correspondente. Similarmente, para uma outra
singularidade (digamos z;), ficilmente se mostra que é um pélo simples e com o mesmo
célculo fica determinado o seu residuo. Finalmente, basta aplicar o T. dos residuos.

O célculo desses integrais nao tem nada de transcendente. Relativamente ao integral b),
o seu cdlculo é simplificado se, atendendo as propriedades do coseno, fizermos:

21 cos?(36) 27T 1+cos(60)
fO 5—4cos(20) e = 5—4 cos(20) df =

21 1+cos(36)
0 5—4cos(0) dg

1 4T 14-cos(36) _ 1 —
1 fO 5—4cos(0) o = 2 o

_ IR f 1+e’39 9

5—4 cos(6)

Para além desta sugestao, deixo apenas as solugoes:

3D
a) Res. —5—.
b) Res. 2.

8
¢) Res. (Ve — a%e™).

b2 — a2

Utilizando o Teorema dos residuos, calcule

+oo 1
/ dx,
o l1+am

omde n é um natural maior ou igual que 2. Sugestao: Considere a fronteira da regiao

(== pel0, B0 €0, 2],

com R > 1. A regiao considerada ( cuja fronteira designaremos por C'),contém no seu

interior uma raiz enésima de z = —1, (chamemos-lhe w) e portanto, pelo T. dos residuos,
1
7{ dz = 2miresf(w).
C 1 + FA
O contorno C' é dado por: C' = [0, R] U C; Uy, onde Cy é o arco de circunferéncia

centrada na origem e de raio R, para 6 € |0, 27”], eCy={z= reiQTﬂ,O < r < R}. Como
habitualmente, é facil ver que |, o Hﬁ dz tende para zero quando R — +o00. Quanto ao
integral em C5, ¢ facil ver que ¢é igual a:

1 R R
/ dz=—/ e’%dr,
c 1+ 2" o L+

+oo
(1 — cos 2%)/ ! -1—190” dx = Re(2miresf (w)).
0

pelo que:




