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Anilise Matematica IV
Problemas para as Aulas Préticas

|Semana 8|

1. Seja

A:

oo
O W W
Lo =

= O

Resolugao:O polinémio caracteristico da matriz A & p(\) = det(A—\I) = —12A4+8\*—\* =
—A(2 = X)(6 — X). Logo A tem trés vectores proprios distintos, e existe uma base de R? de

vectores proprios.

Determine e'4 e resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x (0) = [

9 1 157 . . .
Por exemplo, vi = 2| va= |0 evy= |4 sa0 vectores linearmente independentes e

sao vectores proprios associados dos valores proprios 0,2 e 6 respectivamente. Sendo

9 1 15
S=12 0 4
—6 0 12
obtém-se
000
STTAS =10 2 0
006
Logo
1 0 0
exp(At) =S [0 €* 0[S
0 0 %
[9 1 15| 1 0 oO][0 1 -5
=12 0 4]0 ¢ 0 1—3—§§
—6 0 12| [0 0 €] [0 & 5
[e2t %_%ezt_i_%eﬁt %+%62t+266t
1 1 1 1
=10 mter, ey
L0 —3t 3¢ 3+ 3e
e a solugao da equacao é
9 3 5
X §€2t1_11|_6§66t
x(t) = exp(At) M = | 14l
P
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2. Seja

Determine et4

OO

|

Resolugao: Como a matriz A tem uma decomposicao em blocos na forma [%1 ]QQ ], onde

B, =[] 3] e By =[4], tem-se

e resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x (1) = [

At_ eBlt 0
A= [ 8]

O polinémio caracterfstico da matriz By é (5 — A\)(3 — A) +1 = (4 — \)2. Como o espaco

préprio da matriz By é
E={v=al[l],VaeR},

concluimos que a forma canoénica de Jordan associada & matriz By é
4 1
J- [O 4} .
Designando por v; e vy as colunas duma matriz S tal que B; = SJ S~!. Vem

Bivi = w»n

Bivo = vo+ vy
Portanto v; é um vector préprio e podemos tomar
1
vi=[i].

Com esta escolha, vy serd uma solucao de (B; — I) vo = v; ou seja

!

Podemos tomar

Ve = [§]
Entao
eBlt — SeJts—l
= B8 e ]9 A]
= M
— M [1# 1itt}
Portanto

t+1 —t 0
eAt—et| ¢+ 1—t 0
0 0 1
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e a solugao do problema de valor inicial é

x(t) = eAl=Ux(1)

A [t

_ A [t

3. Seja

01
A= 20
1 2

O =N

OO

|

Resolugao: O polinémio caracteristico da matriz A é p(\) = (2 — \)? + 1. Logo os valores
préprios sao

Resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x(0) = [

3, 2—¢™3 e 273,
Observe-se que 2 — /3 = 2 — ¢=i7/3 = 3L2\/§ Como A é uma matriz real segue-se que se

v & um vector em C? tal que Av = %5“ entio AV = 3+;’13‘—,.

17, . . o
Tem-se que v; = [ﬂ é um vector proprio associado ao valor préprio 3. Portanto vi(t) =
1
3

e’'vy ¢ uma solucao da equacao x’ = Ax. Tem-se que vy = {67;/33] é um vector proprio
P

associado ao valor 3L2\/§ Logo

3—2'\/§Zf
2

3+i\/§t

SR

vo(t) = exp] Jva e wv3(t) =exp|

sao solugoes.

Entao
X (t) = c1vy (t) + cava (t) 4+ csvs (1),

para certos escalares cq, ¢o e c3 em C. Utilizando a condicao inicial temos

1
0 = (C1V1 (0) + covy (O) + C3V3 (0)
0
1 1 1
= c | 1| +e| =3 | fc3| —em/3
1 _ei7r/3 _e—iﬂ'/3
1 1 1 c
— 1 _e—i7r/3 _eiﬂ'/3 s
1 _eiﬂ'/3 _e—iﬂ'/3 3
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Donde (utilizando o método dos cofactores para calcular a primeira coluna da inversa matriz

indicada)

SO

—1
1 1 1
|:g;i| — 1 —e—im/3 _gim/3 |: j|
c3 1 —eim/3 _e—im/3
1

e—12m/3 _ Qpin/3 _ pi2n/3 + 2e—1m/3

—2isen (27/3) — 4isen (7/3)
B 1 { —221' _Sen((%//?)?’)) :|
B —32\/§ —2isen(m/3)

5 [
= - |1

3 L1

Finalmente obtemos a solucao:

x(t) = c1vi(t) + cava (t) + c3vs (1)

1 [1 1 3 — 113 1
3t —im/3
= =—e 1} + —exp CARIEE
3 1 3 [ 2 ] eim/3
cos<§t
L g1 2 3, NP
= e % -+ §62 —COS(TH-g)
fcos(TStfg)
1.3t 4 2,5t V3
z€” + 3e2 cos( 5 t)
— 1.3t 2,3t V3, 4w
= 3€ ze2"cos (-5 t+ 3
1.3t _ 2,5t V3 _ o xm
3€ 3€2°Cos | -5 t 3

4. Seja

_e—im/3 _gim/3
_eim/3 _e—im/3

1
7‘ _eim/3 _e—im/3 ‘

_e—im/3 _gim/3 ‘

e—im/3_gim/3
e—im/3 _eim/3

1 [ei%r/3ei27r/3:|

Resolugao: Como a matriz A é triangular superior vé-se que 2 é o tnico valor préprio.

Como o espaco proprio da matriz A é

E:{v:a[ﬂ,‘v’aER},

concluimos que a forma canénica de Jordan associada a matriz A é

J =

O O N
O N =
N = O
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Designando por vy, vy e v3 as colunas duma matriz S tal que A = SJ S~!. Vem

AV1
AVQ
AV3

2V1

2V2 +vq

2V3 + Vo.

Portanto v; é um vector préprio e podemos tomar

w=1]

Com esta escolha, vy serd uma solugao de (A — 2I) vo = v; ou seja

—OoOo
[e]e]en)

0
1
1

Podemos tomar

= 1]

=f]

Com esta escolha, por sua vez vy serd uma solugao de (A —I) vy = vy ou seja

000 0
100(vy3=|1].
110 0

Podemos tomar

Temos entao

eAt — SeJts—l
00 17 [e* te* LeX*] 0 0 1
= (01 =1 |0 e te2| |1 1 O
10 0][0 0 e*|]|1 00
00 1] [t+% ¢ 1
= |01 —1| |14+t 1 0
10 0 1 00
[ 00
= ¢ t 10
2
t+5 t 1
Logo
1 0 0][1
x(t) = | t 1 0|]|1
2
t+5 ¢t 1] |1
!
= % 141
126+ 2
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5. Determine a solucao geral do seguinte sistema de equagoes diferenciais:

=14z — 10y + 1
y' =10z — 2y + 2

Sugestao: Determine primeiro uma solucao particular constante.

Resolugao:
Procura de uma solugao constante:
Substituindo no sistema x(t) = «, y(t) = B (Vt € R ), vem

0= 14a — 108+ 1
0=10a — 28 +2

que tem como tnica solugao {a = —1,8=—1}.
Conclufmos que z(t) = —1, y(t) = —1 é uma solugao particular do sistema de EDO’s dado.
Vamos agora determinar a solucao geral do sistema homogéneo associado:
14 —-10
/ R
u = { 10 —9 }u (0.1)
14 —10

O polinémio caracteristico de & X — 12X 4+ 72 = (A — 6)° + 36. Portanto os

10 -2
seus valores préprios sao 6 4 6i e 6 — 6. Determinamos agora um vector préprio v associado
a valor p. 6 + 6¢, i. e. v tal que

v =0,

8§—6: —10
10 —-8—-0¢

por exemplo

v = g
1431

Entdo u; = e ¢ uy = 6= sdo solugdes de (0.1). Pelo que a solugao geral deste
sistema (0.1) é dada por

o (Ul ;Uz) te <UI2_Z~U2)

o ety 4+ =Bty o oty _ p—ibt
=ce' | ——— | + et | ——————
2 21

] - 5ei6t+e—i6t } ] 5 i6t__ ,—i6t
_ t 2 t 2i
= C1€ £i6t | o—i6t . 16t _ o—i6t + coe { £i6t_p—ibt £i6t 4 o—i6t }
L 4+T — i 4—— -3 +2
[ 5 cos(6t) 5 sin(6t)
_ . 6t 6t
- ac | 4cos(6t) + 3sin(6t) } e { 4sin(6t) — 3cos(6t) |-



Andlise Matemédtica IV 7

Pelo que a solugao geral do sistema de EDO’s dado é

1
z(t) = 5c1e cos(6t) + 5epe sin(6t) — 1

y(t) = c1e™ (4cos(6t) + 3sin(6t)) + coe® (4sin(6t) — 3 cos(6t)) —

RN,

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

6. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

1 = -2z + 4y + t°
yl=_x+2y+t5 I

Resolugao: Escrevendo o sistema na forma matricial v’ = Au + b:

AR ES MR}

temos o seguinte polinémio caracterfstico para a matriz A: (=2 —\)(2—X) +4 = A\
Portanto temos o valor préprio A = 0 com multiplicidade 2. A direcgao prépria associada é

2
e
A matriz equivalente a A na forma canénica de Jordan é
0 1
J= { - } ]
Sendo v; e vy as colunas da matriz mudanga de base S, temos (AS = SJ ):

A’U1 :O, A’UQZ’Ul.

SHES}

Podemos tomar

ou seja

Entao




Andlise Matemédtica IV 8

Pela formula da variagao das constantes temos

t 6
u = etA{}}-l—etA/ e_SA{;} ds

0
CoTi42t ] A 251 —4s s6
o t+1_+e/0 S 1—2s s° ds

o2t ] A [T 287350
- t—|—1_+6/0 sT — 2554 &5 ds

142t ] —|—etA[ 18— 347 }
148 247 116

| t+ 1] st —2t7 + 4t

B ] 148 347

142t +{—2t+1 At H 18 — 3¢ }

| t+1 —t 142t || §t% — 274 44F

_ [ re2e) —55t® + &t
| t+ 1] —=et® + gyt + 5t

142t 4+ 217 — &t®
| Lt Gt gt — 5% |

A solucao pretendida é

5 1
t) = 1+42t+—t"— —¢&
z(t) Tt o8
1 1 1
t) = 14+t4+ =04+ —1t"— —5
y(t) TS T TG
. Resolva o seguinte problema de valor inicial:
¥ =2x—2y+t B B
{oZr it o= -o

Resolugao: Escrevendo o sistema na forma matricial v’ = Au + b:

alol= 3]0 e]

temos o seguinte polinémio caracteristico para a matriz A: A> — A = A (A —1). Portanto
temos o valores préprios A = 0 e A = 2. As direcgoes préprias associadas sao

[ =odli ]

A matriz diagonal equivalente a A ¢é
00
L
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e a matriz mudanca de base

1 2
s=[1 1)
. 1 2
A
Entao
6tA — SetJSfl

—1+2et 2—2¢t
el—1 2—¢€ |-

Pela formula da variacao das constantes temos

¢
- etA[O}-l—etA/e_SA{Ss}ds
0 0 e
¢ _ _
A —1+2e° 2—-2e° S
= ¢ /0{ e s —1 2—e e’ ds

t —s s
_ etA/ _S+28675 +2€8 2 s
0 —s+se °4+2e® -1

| (3t —2te™t — 27! + 2¢! — 2t) — (—2+2)
- (=12 —te™t — et +2¢' —t) — (=1 +2)
2

—1+42¢" 2—-2¢" | [ —2t* —2te ' — 2 +2¢! — 2t
el—1 2-—¢ —st?—tet—et+2e —t—1

[ =3t et — 2t — 4 — 2t
- —5t? 4+ 3e' —3 —te! —t

A solucao pretendida é
1
z(t) = —4—2t—§t2+2(2—t)et

1
y(t) = —3—t—§t2+(3—t)et.

8. Determine uma matriz 2 x 2, A, tal que uma das solugoes de x' = Ax seja
x(t) = (e* —2e ", e +4e7") .

A matriz A é tnica?
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Resolugao: Temos

B 6215 _ 26—15
X = 2 4 det

De x' = Ax, vem

i) - [ = a [ v a2

% ¢ fazendo t — +o00, obtemos

{40}

}é vector préprio da matriz A correspondente ao valor préprio 2. Ana-

Multiplicando esta igualdade por e~

Pelo que o vector E

logamente (multiplicando agora a igualdade por ¢’ e fazendo t — —o0) temos
-2 -2
-[3]-43]
}é vector préprio da matriz A correspondente ao valor préprio —1.
1 -2 1 =2{12 0
SR
Concluimos que a matriz A fica univocamente determinada por (portanto matriz A é unica)
AL 22 o] 2\
1 4]0 -1 1 4
202
2 4
1
2

pelo que o vector { 4

Entao

2

3
=1

6

O[O [—




