
Análise Matemática IV

Exerćıcio Teste 3

1. Seja f (z) a função dada por:

f (x + iy) =

{
1 se y < 0,

4y se y ≥ 0,

e seja C o contorno de −1− i a 1+ i alongo a curva y = x3. Calcule
∫
C f (z)dz .

Resolução. Para obter uma parametrização de C considere-se γ(t) = t+ it3 para −1≤ t ≤ 1.
Tem-se ∫

C
f (z)dz =

∫
γ

f (z)dz

=

∫ 1

−1
f (t + it3)(1+ i3t2)dt

=

∫ 0

−1
1 · (1+ i3t2)dt +

∫ 1

0
4(t3)(1+ i3t2)dt

= (t + it3)
∣∣ 0

−1
+ (t4 + i2t6)

∣∣1
0

= 0− (−1− i)+1+ i2

= 2+ i3.

2. Para m e n inteiros, cacule
∫
C zmz̄n dz , onde C é o contorno |z | = 1 percorrida no sentdo

postivo.

Resolução. Se |z |= 1, então z̄ = z−1. Logo∫
|z |=1

zmz̄n dz =

∫
|z |=1

zm−ndz .

Uma parametrização de C é γ(θ ) = exp iθ para 0≤ θ ≤ 2π. Logo∫
C

zmz̄n dz =

∫
C

zm−n dz

=

∫ 2π

0
(exp iθ )m−n i exp iθ dθ

=

2π i se m−n =−1,

exp i(m−n+1)θ)
m−n+1

∣∣∣2π

0
= 0 se m−n 6=−1.
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3. Sejam a ∈ R\{0} e z0 ∈ C. Calcule ∫
C

(z − z0)
a−1 dz ,

onde C é o contorno |z − z0| = R percorrida no sentdo postivo com R > 0 e (z − z0)
a−1 é a

função obtido pelo ramo principal −π < argz < π de função logz .

Resolução. Uma parametrização de C é γ(θ ) = z0 +R exp iθ para −π ≤ θ ≤ π. Portanto∫
C

(z − z0)
a−1 dz =

∫ π

−π

(R exp iθ )a−1iR exp iθ dθ

=

∫ π

−π

e(a−1) log(R exp iθ)iR exp iθ dθ

=

∫ π

−π

e(a−1)(log(R)+iθ)iRe iθ dθ

= iRe(a−1) logR

∫ π

−π

e iaθ dθ

= iRa e iaθ

ia

∣∣∣∣π

−π

=
Ra

a

(
e iaπ − e−iaπ

)
= i2sen(aπ)

Ra

a
.


