Anélise Matematica IV

Exercicio Teste 8

1. Determine a tnica solucao do problema de valor inicial

para t < 1.

Resolugao:

Trata-se de uma equacgao separédvel. De facto, parat <1 (e y > 1) temos

Y 1
-1 (t—1)

Integrando, obtemos sucessivamente (parat < 1ey > 1)

Y t 1
/ 27 dfyz/ dr,
3 7 —1 o T—1

(log (y2 —1) —log8) = (log (1 —t) —log1),
log (y* — 1) = log8+2log (1 — 1),
Yy —1=8(1-1)7.

N | —

Atendendo a que y > 1 > 0, solugao é entao

y(t)=1/1+8(1—1t)° e comte]|—oo,1f.

2. Mostre que existem inumerdaveis solucoes do problema

yt—1y' =y*-1  y(0)=3 (2)

definidas na linha real R.

Resolugao:

Enquanto t < 1 o problema é equivalente ao da alinea anterior e a solugao é a mesma da
alfnea anterior:

y(t) =1/1+8(1—t)* parate]—oo,1[.
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Donde 8t 1
lim y(t) =1 e lim y' (t) = lim - =0.
t—1 t—1 t—1 1 + ] (t . 1)2
Complementarmente, para t > 1 e y # 1 temos
1
=1y =1 o Y =
yt—1)y =y e

1
& §log‘y2—1‘=log(t—1)+c
e -1 =e*(t-1)
e yPP=1+xe*(t—1).

Atendendo ainda a que as fungoes constantes iguais a 1 e —1, respectivamente, sao também
solugao da equagao y(t — 1)y’ = y* — 1, obtemos a seguinte solugao

y(t) =+\/1+ K (t—1)°

com K um mimero real arbitrério. Para qualquer K temos

e VI

li t) = =1 lim y' (¢) = i
ApyO ==t e hny= Iy

1+ K (t—1)°

Por outro lado para que y (t) = /1 + K (t — 1)” esteja definida para todo ¢t > 1, temos

de ter K > 0 (para que se tenha sempre 1+ K (t —1)° > 0). Conclufmos entdo que
qualquer das fun¢oes (uma para cada valor de K') definidas por

1+8(1—1t)° se t<1
y(t) = ,
1+K(t—1)7 se t>1
com K > 0, sao solugoes (de classe C'') do problema proposto. (Existem portanto tantas

solugoes do problema quantos os valores de K em [0, +00[; como o conjunto [0, +o0o[ nao
¢ numerdvel, existem inumeraveis solugoes. )

3. Explique porque é que o problema (1) tem uma solugao tnica e o problema (2) nao tem
uma solucao unica.

Resolugao:

O primeiro problema é da forma

y=rf(ty e ylto)=2yo,

comton,yoz?)e

f(ty) =
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O dominio desta fungao é o conjunto aberto
D={(t,y)eR*:t#1 e y#0}.

Neste dominio tanto f (¢,y) como (t,y) sdo funcoes continuas. Estamos entao nas

Ay
condi¢oes do Teorema de Picard-Lindelsf e do teorema do prolongamento de solugoes a

um intervalos maximos de definicdo. A soluciio obtida y (£) = /1 4 8 (1 — ¢)* & portanto
tinica e o intervalo méximo de defini¢ao é |—oc, 1[ uma vez que'

limy(t)=1 e (1,1)€dD.

t—1—

O segundo problema jd nao tem a forma indicada, pelo que é impossivel aplicar os referidos
teoremas. Por outro lado a resolucao apresentada em 2. demonstra a existéncia de
infinitas solugoes; estas solugoes coincidem no intervalo |—oo, 1] e sdo distintas em todo
o intervalo |1, +o0.

'Onde 9D designa a fronteira de D, ou seja

3D:{(t,y)€R2:t:1 ou y=0}.



