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1. Seja u : R? — R definida por
u (x,y) = ax® + by* + cxy.

onde a, b, ¢ sao constantes reais.

Para que valores das constantes a, b, e ¢ é que u é a parte real de uma funcao analitica
em C? Para esses valores das constantes, determine uma fun¢ao harménica conjugada
de u.

Resolugao:

A funcao dada u(z,y) = az® + by? + czy, a,b,c € R, & a parte real de uma funcio
analitica em C sse u ¢ harménica. Como u(z,y) é de classe C* para todos os valores
de a,b,c € R, teremos apenas de verificar

*u  0%*u
—+—-—=0 \ R
iz g = (z,y) €
Calculando as derivadas parciais de u, temos que:

ou ou

— =2ax+c — =2by+cx
dx 4 dy Y
0? 0?
AL 2L 9
dx? dy?
Portanto, u é parte real de uma funcao analitica sse a = —b. Para determinar uma

fungao harménica conjugada de u, digamos v, sabemos que u e v estao relacionadas
pelas condigoes de Cauchy-Riemann:

ou_ov | ou_ o
de  dy dy — dz’

o - v o
Da primeira condi¢ao, concluimos que T 2ax + cy, donde, primitivando em ordem
Y

a 1, se conclui que: ,

v(z,y) = 2azy + C% + ¢(2),



) ~ . ov
onde ¢ é uma funcao na varidvel z apenas. Calculando T tem-se que
x

9, 0
d—; =2ay + ¢'(z) = _d_Z = —(2by + cx).
Como a = —b, concluimos que ¢'(x) = —cx, e portanto uma fun¢ao harménica conju-

gada de u sera:
v(@,y) = 507 - 2) + 2aay.

2. Considere a regiao de C definida por

dﬁf{z-x-{—zy lz] <2,0 <y <1}.

/ dz
AR (22 — 1)2 +3’

onde OR é o bordo de R percorrido uma vez em sentido directo.

G0: cosE — senZ — L T _ gepI — 3
(Observagao: cos3 = seng = 5, COs g = seng = 5°.)

Calcule

Resolucao:
A funcao [EasyE 1)2 tem singularidades nos pontos 22 =1+iV/3 = 2exp (:I:z%) ou

seja z = £v2expi (:I:g). Logo a funcao m tem pdlos simples e o Teorema dos
Residuos permite escrever

/ dz 9 R 1 . R 1
s 5 o — 4T €S e s = €S T 5 =

= 271

1
4fexpz 2expz——1) 4\/_expz (2exp25—“—1)>

)
f+z3 (f—l—zi%)

62
3—

_27”(2\/5 f+z f+2\/§(—\/§+i)(_i\/§)>
5 (i
-5

a&\i‘ E\i‘

=575

3. Utilizando o Teorema dos Residuos, mostre que

/2“ 1 2m
—dt = —.
o 3+ 2cost V5



Resolugao:

ett +efit

5—, € considerando a parametriza¢ao z = e com t €

Atendendo a que cost =
[0, 27[, obtém-se

1 1 1 1
/ 7&:7{ ,dz=—,7{ 1 4
0o 3+2cost e B+ 2+ 271)iz i Jipje1 22+ 32+1

T:l%zﬂ ¢ analitica em C\ {z : 22 +3z+1 =
0} = C\ {35 =351 Atendendo a que )_3%\/5‘ <le )_?’%‘/5) > 1, estamos nas
condicoes do Teorema dos Residuos, e podemos concluir que

Por ser uma fungao racional, f(z) =

1
7{2 —————dz =2mi Res\/gf(z)

1 22+ 3241 =3
Dado que
~3+/5 1
lim (z———)f(2)=—5
z—>l32‘/‘?’ 2 \/5
podemos afirmar que _3;’\/5 ¢ um pdlo simples e que Res f(z) = % Sendo assim

/2“ 1 " 12 1 o
o 3+2cost i V5 b

como se queria mostrar.

. Considere a fungao f(z) = . Determine o interior da regiao de convergéncia da

sen z
série de Laurent centrada em zy = 0 e convergente no ponto z = 3 4 4.

Resolugao:

. 1 . . . .
A funcao , tem singularidades isoladas nos pontos onde a fun¢ao seno se anula,
S

isto é, em z = km,k € Z. Como z = 3 + 47 tem mddulo igual a 5, e 7 < 5 < 2,

conclufmos que o interior da regiao de convergéncia da série de Laurent centrada em
zo = 0 e convergente no ponto z = 3 + 4 é regiao anular,

A={zeC:7m < |z| <27}

. Seja g uma funcao analitica em C e nao constante. Mostre que os pélos da fungao

sao todos de primeira ordem e calcule os respectivos residuos.

Resolucao:

Sendo g uma funcao analitica em C nao possui singularidades e portanto as tnicas
singularidades da funcao f serao os zeros de g. Como g nao é identicamente nula cada
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um dos zeros de g tem uma ordem finita. Seja entao zy € C um zero de ordem m de
g (m > 1). De acordo com o Teorema de Taylor existe uma vizinhanga D(zg,r) de

zo onde se tem se tem
oo

9(z) =) au(z —20)" (1)

n=m

e amy, # 0. Derivando (1) tem-se

+oo
g(2) =) nay(z—z)""

e portanto pode-se escrever, para todos os z € D(zg, 1),

+o00

S nan(z — )" !
flz2) = =5

> an(z — zo)"

n=m

Entao

lim(z — 29)f(z) = lim

z—20 2—2z9 T

Como m # 0 conclui-se por esta expressao que zy ¢ um pélo de ordem um de f e o
residuo de f af é
Res f(z) = m,

z2=29

a ordem do zero de g.

. Considere a equacao diferencial

d
(Q —i—logy) + (E —|—logx) Y
x Y dx

a) Mostre que esta equagao é exacta.

b) Determine uma expressao (eventualmente implicita) para a solugao da equagao que
satisfaz a condigao inicial y(2) = 2.

4



Resolugao:

a) Sejam M (z,y) def (£ +1logy) e N(z,y) &of (% + log x) . A fungao vectorial (M, N)
estd definida em Rt x RT e verifica-se

oM 1 1 0N

By —r Ty o
Consequentemente a equacao é exacta em RT x RT.

b) Pelo resultado da alinea anterior e devido a RT x R™ ser simplesmente conexo,
conclui-se que existe um potencial ® : RT x RT — R tal que V& = (M, N).

Portanto
od y
=Y ogy
or =« )
0 =z
— =—+logx
dy y

Da primeira equacao tem-se, integrando em ordem a x,
®(z,y) = ylogz + xlogy + h(y).

Derivando esta igualdade em ordem a y vem

0P x
— =logz + =+ 1 (y)
dy y

e comparando esta expressao com a segunda equagao em (2) conclui-se que A/ (y) =
0, ou seja h(y) = const. Sem perda de generalidade pode-se tomar h(y) = 0 e um
potencial ® é ®(z,y) = zlogy + ylogz. A equagao diferencial dada toma entao

a forma p
(i, y(x) = 0
e portanto pode ser integrada resultando em
®(z,y(x)) = C,
ou seja

xlogy +yloga = C.
A constante real arbitrdria C' pode ser determinada atendendo a condigao inicial
y =2 quando z =2 :
2log2 +2log2 =C & C =4log?2
e a expressao (implicita) para a solugdo y = y(x) é
xlogy + ylogz = 4log 2.

Esta expressao define de facto um fungao implicita y(z) na vizinhanga do ponto
(2,2) porque
0P

N(2,2) = a_y(2’2) =1log2+1#0.



7. Determine a solugao do problema de valores iniciais

{ ' = Az + h(t)
z(0) = (1,1)"

ondeA:B _ﬂ e h(t):{ot}

Resolugao:

Comecemos por calcular a matriz eA’. A matriz A tem por valores préprios 1 + 2i e
1 — 21 associados aos vectores préprios (i,1) e (—i, 1) respectivamente. Assim, a matriz
A ¢ diagonalizdvel, ou seja , A= SAS ! em que

[1+2i 0 i
A‘{ 0 1—22'} ¢ S‘{ }

Tem-se entao

L (142i)t 0 1
At _ Ato—-1 _ ? ? e -
et =5eMS = { 11 } { 0 p(1-20)t ] { _221

S
N[O =
1

et [ i(edt + e~2it) it 4 o2t
21

eta _ 6—2215 Z'(621t + 6—2215)

_ ot o8 2t —sen2t
N sen2t  cos 2t

Aplicando a férmula da variagdo das constantes, a solucao da equagao =’ = Az + h(t),
z(0) = (1,1)" ¢

t
z(t) = e‘”{l%e’”/ e“‘s{ 0] ds
1 0 e
t
_ eAt( 1 +/ o cos2s  sen2s ()8 ds)
1 0 —sen2s cos2s e
At 1 LT sen2s )
_6([1 +0 Ccos 28 ds

_ et-COSQt —sen 2t ( 1 n ——‘3“;2"‘4-% )
sen2t cos2t 1 seg2t

_ et_COSQt —sen2t] {—C%Qt-kg}

N | sen2t  cos2t 1 4 senzt
_ [ 2 4 Scos 2t — sen 2t — st
L %seth-{—coth

2
% sen 2t + cos 2t

: [ %(:os,sz—senZt—l }



8. Determine a soluc¢ao do problema de valores iniciais

{ y'—y =2y =26(t—2)
y(0) =y'(0) =0

onde 6(t — 2) designa a distribuigao delta de Dirac no ponto 2.

Resolucao:

Aplicando transformada de Laplace para resolver o p.v.i.

y' =y — 2y =26(t—2)
y(0) = y'(0) =0,

e designando por Y (s) = L(y) a transformada de Laplace de y (e de um modo
geral,F'(s) = L(f)), e atendendo as condigoes iniciais, temos que:

s —sY —2Y =2L(6(t — 2)) = 2e %,

ou seja:
26725 26723

32—3—2:(3—1—1)(3—2)'

Yy —

1 _ 1 1 1
Como GiDG2 — 3 (E — m) , temos que

yo (LY
3 s—2 s+1

Atendendo a que L(H(t)f(t —c)) = e “L(f(t)), onde

0 se0<t<e
Hc(t):{l set >c

e que
= L(e™), 5> a,

concluimos que
y(t) = = [Hg(t)eQ(t_Q) — Hg(t)e_(t_g)} )

ou seja:
se0<t<?2
[eg(t_Q) — e_(t_g)] , set>2

<
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9. Seja f(t) o prolongamento 27-periédico a todo o R da fungao ¢(t) dada por

(1) = 0 se —7m<t<0
U=Vt se0<t<nm

Determine a série de Fourier de f e estude-a quanto a sua convergéncia pontual.

Resolucao:

A funcao f é seccionalmente diferencidvel em R e portanto é integrével em [—m, 7]
podendo-se calcular os seus coeficientes de Fourier do seguinte modo:

a = l/ g(t)dt:l/ tdt = =
T ) . 2

[ 1

a, = — g(t) cos(nt)dt = — [ tcos(nt)d
I - T
L[ 1

b, = — g(t) sen(nt)dt = — tsen nt)dt
i - T

calculando por partes o integral que define a,, tem-se

S

= (cos(mr) 1) =

T 1
/ tcos(nt)dt = —tsen(nt)
0 n

1
= = cos(nt)

(—1)" — 1 ’

n2

e de modo andlogo para o integral de b, :

m _1 ™ 1 ™
/tsen(nt)dt = —tcos(nt) +—/ cos(nt)dt =
0 n o MJo
s | ™
= _E(—].) —Esen(nt)oz
™
= (=1,
(1)

Portanto a série de Fourier de f é

G f )it cos(nt) + l(—l)”Jrl sen(nt)
4 = 2 n )

Como f é seccionalmente C* em R, o Teorema de Fourier & aplicdvel e pode-se concluir
que a série de Fourier de f é pontualmente convergente em todos os x € R e tem-se o
seguinte para a sua soma

+oo
T (- -1 1 it |3 se x=02k+1)m, keZ
Z"'Zl ( 2 cos(nt) + ﬁ(_l) sen(nt) | = f(z) caso contrario,
onde o valor em = = (2k + 1)7, k € Z resulta de

[+ D))+ f(Rk+1)7n™)  O+7  w
2 2 2




10. Considere a equacao diferencial parcial

0*u ,0%u Ou
= —_ —|— .T_7
Ox

it 2
= T (t,z) €R (3)

a) Sejam p e g duas fungoes de classe C? definidas em R. Mostre que a fungao

u(t,z) = p(we’) + q(ze™) (4)
¢ solucao de (3).

b) Baseando-se no resultado da alinea anterior determine a solugao de (3) que satisfaz
as seguintes condicoes iniciais:

vz eR, u(0,z)=e", Ou

T (0,z) = 0.

Resolugao:

a) Atendendo a (4) tem-se

= p(ze)ze’ — ¢ (ve )ze™

P (zeh)z?e® + p(we')we' + ¢ (ze )z’ * + ¢ (ze ze
—t

Uy
—t
= p(ze")e' + ¢ (ze e

p//(xet)th + q//(xe—t)e—

(t
(t
(t
U (t 2

Substituindo na equacao diferencial(3) esta toma a forma

pir(ze)x?e® + pr(zet)ze! 4+ qi(ze e + qr(xe e =
= 2% (p'(ze")e” + ¢"(ze e ) +z- (p(ze')e' + ¢'(ze F)e)

que é obviamente identicamente satisfeita para todos os (t,z) € R

b) Atendendo a alinea anterior pode-se escrever
u(t,z) = plae) +q(ze )

ou
ot

e portanto as condigoes iniciais dadas resultam em

(t,z) = wze'p'(xe’) — ze "¢ (ze™)

e =u(0,7) = p(x)+q(z)
)2
ot

Da segunda equagao conclui-se que p'(z) = ¢/(z) e portanto p(z) = ¢q(z)+C, onde
C é uma constante real arbitraria. Substituindo na primeira equacao tem-se a
solugao q(x) = —%C’ + %e‘*’”z. A solucao do problema de valores iniciais é, entao,
dada por

0,2) = =zp'(z) —z¢'(z)

1 202t 202t
u(t,x)=§(e +e )



