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INTRODUGAO

Este trabalho pretende descrever alguns conceitos, métodos e resultados
de cariz topolégico em geometria, tendo um principio geral, conhecido por
principio-h, como fio condutor. Mais precisamente, descreve-se como se po-
dem obter alguns resultados geométricos (por exemplo, acerca da existéncia
de estruturas simplécticas em variedades) por métodos topolégicos ou como
se podem descrever (ou, até certo ponto, mesmo classificar) topologicamente
estruturas geométricas de determinado tipo. Além disso, como veremos,
estes resultados serdao em grande parte consequéncia do principio-h.

O primeiro capitulo pretende constituir uma breve introdugao aos méto-
dos e aplicagoes do principio-h. O principio-h, quando valido, implica que
secgoes nao necessariamente holonémicas de um fibrado de jactos (de secgoes
de algum fibrado sobre uma variedade) podem ser deformadas em secgoes
holonémicas. Isto permite provar (usando métodos topolégicos ou de teoria
da homotopia) a existéncia de determinadas seccoes de fibrados sobre uma
variedade. Em certos casos, estas secgoes determinam algum tipo de estru-
tura geométrica na variedade em questao e desta forma permitem mostrar a
existéncia de uma tal estrutura sobre a variedade. Isto representa uma das
possiveis aplicacoes interessantes do principio-h.

O tema do segundo capitulo sao as I'-estruturas. O conceito de I'-estrutura
(ou mais precisamente o conceito mais particular de I'-folheagao) generaliza
naturalmente o de folheacao de uma variedade e permite também descrever
de forma mais topoldgica (ao invés de uma descrigao geométrica) varios tipos
de estruturas geométricas em variedades, como por exemplo estruturas com-
plexas e simplécticas. Esta descricao permite uma classificagdo das estru-
turas semelhante a existente para fibrados vectoriais (ou mais geralmente,
fibrados principais). Além disso, veremos que um ingrediente fundamental
na demonstracao do teorema de classificagao de I'-folheagoes é um corolario
dos resultados do primeiro capitulo (e na verdade um exemplo tipico dos
resultados que se obtém com o principio-h).



1. O PRINCIPIO-h

Neste capitulo define-se rigorosamente o conceito de principio-h e prova-se
a sua validade em determinadas situagoes. Ainda neste capitulo sao dadas al-
gumas aplicagoes do principio-h, por exemplo, a existéncia de alguns tipos de
estruturas geométricas em variedades abertas e ao problema de classificagao
de imersoes de variedades.

Existem varias abordagens para obter o principio-h, entre as quais se
contam os métodos dos feixes flexiveis (também conhecido por método do
levantamento de homotopias — em inglés, covering homotopy method), da
remocao de singularidades e da integracdo convexa. Nesta apresentacao
seguiremos a primeira abordagem. No entanto, os outros métodos sao tam-
bém importantes permitindo a demonstracao de principios-h mais apropria-
dos para determinadas aplicacoes. Estas abordagens e outras sao desenvolvi-
das em Gromov [3], que constitui uma referéncia muito exaustiva no tema
do principio-h, tanto no desenvolvimento abstracto do principio-h como na
descricao de aplicagoes. Outras referéncias bastante detalhadas e completas
sao os livros de Spring [19] (que expde o método da integragao convexa) e
de Eliashberg e Mishachev [1] (que segue, na sua maior parte, uma abor-
dagem alternativa recentemente desenvolvida conhecida como “aproximacao
holonémica”, dando no final uma exposicao do método da integracao con-
vexa. Além disso, este livro expoe um numero significativo de aplicagoes em
geometria). Existem, no entanto, outras exposigdes mais elementares des-
crevendo o método do levantamento de homotopias como a de Haefliger [7]
ou a de Geiges [2] (que segue de perto o tratamento na referéncia anterior e
d4 ainda uma curta introdugdo ao método da integracdo convexa).

Na preparacao deste capitulo as duas ultimas referéncias foram impor-
tantes devido ao seu tratamento mais concreto do método de levantamento
de homotopias e sao seguidas em certos pontos. No entanto, a apresentagao
mais sofisticada e abstracta de Gromov [3] tem a vantagem de ser mais geral
e fecunda, além de, na opiniao do autor, permitir uma melhor compartimen-
tagao da exposicao e (a posteriori) tornar mais claro em certos pontos quais
os factores necessdrios ao funcionamento do método. A nossa exposigao
serd, pois, préxima da de Gromov [3] e procuraremos ilustrar e motivar os
vérios resultados com alguns exemplos concretos, com vista a evidenciar a
sua relacao com as aplicagoes em vista.

1.1. Definicao do principio-h.

A histéria do principio-h! comeca com o trabalho de Smale (artigos [17] e
[18]) na classificagdo de imersdes de esferas em espacgos Euclidianos. Este
trabalho foi continuado e generalizado por Hirsch que provou o seguinte
teorema:

1.1.1. Teorema (Smale-Hirsch)
Sejam M, N variedades suaves tais que M é aberta ou dim M < dim N.
Qualquer morfismo de fibrados vectoriais T M — TN injectivo em cada fibra

é homotdpico (por uma homotopia de morfismos TM — TN injectivos em
cada fibra) a derivada df : TM — TN de uma imersao suave f : N — M.

Ipara obter uma descricdo mais detalhada da histéria do principio-h, o leitor pode
consultar o artigo de Spring [20].



Diz-se que uma variedade M ¢é aberta se nenhuma componente conexa de
M\ OM é compacta (ou, equivalentemente, se qualquer componente de M
é nao compacta ou tem bordo nao vazio).

O resultado acima é um coroldrio tipico do principio-A e nesta medida
permite enquadrar e motivar a exposicao que a seguir se faz do principio-h.
Antes de mais, reformulemos o teorema acima. Nas condicées do teorema,
consideremos o espaco das imersdes M — N de classe C'' com a topolo-
gia fraca-C' (também designada por topologia da convergéncia uniforme
em compactos das fungoes e suas derivadas até ordem 1) que designamos
por Imm(M, N). Além disso, seja Mon(T'M,TN) o espago dos morfismos
(continuos) de fibrados vectoriais TM — TN injectivos fibra a fibra com
a topologia fraca-C? (a topologia fraca-C? é também designada por topolo-
gia compacta-aberta). Note-se que Imm(M,N) = {f € CY(M,N) : df €
Mon(T'M,TN)}. Entao o teorema 1.1.1 afirma que a aplicagao:

d:Imm(M, N) — Mon(M, N)
fr———df

é sobrejectiva nas componentes conexas por arcos.

Como veremos em breve, a nocao de espaco de jactos permite enunciar o
teorema acima de uma forma que torna natural a definigdo do principio-h.
Fazemos entao uma pequena digressao para introduzir o conceito de espaco
de jactos e expor algumas das suas propriedades que sdo necessarias no
seguimento.

Sejap : E — B um fibrado suave (os fibrados sao por defini¢ao localmente
triviais; consideramos apenas fibrados em que a fibra é uma variedade sem
bordo) sobre uma variedade suave (possivelmente com bordo) B. Sejar € N
e I'"(F) o espago das secgoes de classe C" de p : E — B com a topologia
fraca-C". Seja

E") = {(s,z) :x € B, s € I"(E|y) para alguma vizinhanca U de z}/ ~

onde ~ é arelacao de equivaléncia definida por: (s, x) ~ (t,y) sse s(z) = t(y)
(o que implica z = y) e relativamente a algumas (e portanto quaisquer)
cartas de B em torno de z e de E em torno de s(x), as representagoes locais
de s e de t tém derivadas iguais até ordem r (inclusivé). Assim E() ¢é,
informalmente, o conjunto das classes de equivaléncia de secg¢oes locais de
em torno de um ponto = € B que coincidem até as derivadas de ordem r no
ponto z. E( designa-se por espaco de jactos-r do fibrado p : E — B; dado
(s,z) comz € B e sumaseccao local de p : E — B definida numa vizinhanga
de z, a classe de equivaléncia de (s, z) em E() designa-se por j’(s), o jacto-r
de s em z. Note-se que relativamente a cartas de B e de E, cada elemento
jo(s) € E(r) tem um representante canénico dado pelo polinémio de Taylor
de ordem 7 de s em x e isto permite definir (naturalmente) uma estrutura
diferencial em E(). Além disso, E™ tem uma projeccao natural para B
dada por:

p B0 —
Jo(s) —
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que é um fibrado suave para a estrutura diferencial em E(). Dados ¢,r € N
com r > g existe um fibrado natural pj : E(™ — E@ definido por:

Py ETM s gp@
Jz(8) > ji(s)
Note-se que E(©) é naturalmente isomorfo a E enquanto fibrado sobre B,
pelo que nao os distinguimos, e que os fibrados acima verificam:

popy=0p"

p;ops =pi

para 7,t,5 € N com r > s > t. Na verdade, p/t! : Er+) o p0) ¢
naturalmente um fibrado afim (isto é, a fibra é difeomorfa a R? para algum
q € N e as fungoes de transicao do fibrado tém valores nas transformagoes
afins de R?). No caso de p : E — B ser um fibrado vectorial entdo p' :
EM — B é naturalmente um fibrado vectorial.

Por outro lado, dados fibrados suaves p : £ — B, p' : B/ — B’ e um
morfismo entre eles:

E-1.p

|

B .p

tal que f: B — B’ é um difeomorfismo sobre um aberto da imagem temos
induzido para cada r € N uma aplicacao

e s (AE/)(T)
Jz(8) > Jy(foso Y

que induz um morfismo entre os fibrados E") — B e (E')(") — B'. Na
verdade, f7 induz um isomorfismo entre E™ e (E')™)| F(B)- Além disso,
dados r,s € N com r > s, temos que (p')} o fv’" = fs opl.

E importante observar que uma seccio s € I'"(E) (r € N) define uma
seccao j"(s) e TY(EM) de p" : E) — B — o jacto-r de s — dada por

J7(s)(@) = ji(s) para € B
e que a aplicagao:

I (E) = T(EY)
s ——>j"(s)

é continua para as topologias fraca-C" em I'"(E) e compacta-aberta (ou seja,
fraca-C?) em I'°(E()). Na verdade, j” induz a topologia em I'"(E), ou seja,
47 é um mergulho. Seccoes de E(") na imagem de j", isto é, que sdo o jacto-r
de alguma seccao de F, dizem-se holondmicas.

Particularizando ao caso dos jactos-1, é fcil ver que um jacto jl(s) (z €
B) é univocamente descrito por s(z) e dys : To B — Ty, E (note-se ainda
que dyz)p o dys = idp, B). Isto descreve uma bijecgao entre a fibra E;l) =
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(p")"*({z}) de EM sobre € B (dado um fibrado X — V, a fibra do
mesmo sobre x € V' designa-se por X,) e

{(y,L):y € p '({x}),L : Tu,B — T,E é linear e dypo L = idr,p}

No caso mais simples de termos o fibrado trivial p: E:= M x N — M =:
B (dado pela projecgao) onde M, N sao variedades, podemos identificar
naturalmente o ultimo conjunto com

{(y,L) :y € N,L:T,M — T,N é linear}

e portanto temos uma bijeccdo entre este conjunto e a fibra Eél) para
x € M. Esta bijeccao (para cada x € B) induz a seguinte bijeccao (onde
Mor(TM,TN) representa o espago dos morfismos (continuos) de fibrados
vectoriais TM — TN com a topologia compacta-aberta):

H :Mor(TM,TN) — I'°(EW)
fr——s

onde (para f € Mor(TTM,TN) e z € M) s¢(x) é o tnico jacto-1 jl(s) €
(PH)~'({z}) onde s é uma seccio de classe C' de E definida numa vizinhanca
de z tal que s(z) = («, f(z)) (consideramos M, N naturalmente incluidos
nos seus fibrados tangentes) e (dy)q) © (dzs) = fo (¢: E=M x N — N é
a projecgao e f, designa a restrigao de f a fibra T, M). H é na verdade um

homeomorfismo que por defini¢ao faz o seguinte diagrama comutar
-1

r'(g) —— 1% EM)

(1) ZZTi ZZTH

CY (M, N) -5 Mor(TM, TN)
onde ¢ é um homeomorfismo dado por:

i:CYM,N) —THE)
1.1.2. Definicao
Dado um fibrado suave p : E — B, uma relacao diferencial (de ordem r
— comr € N) em FE é um subconjunto R de E") . Diz-se que uma seccéo
s € I'"(E) satisfaz a relacao R (ou é uma solucao de R) se o jacto-r de
s, j"(s), tem imagem em R. O espago de todas as solugoes de R (com a
topologia de subespaco de I'"(E)) designa-se por Sol”"(R). Designa-se ainda
por T°(R) o subespago de TO(E(")) das seccées de E) com imagem em
R (observe-se que Sol"(R) = (57)"Y(I'°(R)). Equivalentemente, I'°(R) é o
espago das secgoes de p"|r : R — B. Finalmente, diz-se que a relacao R é
aberta (resp. fechada) se R for um subconjunto aberto (resp. fechado) de
EM.

No caso anterior do fibrado trivial £ = M x N, podemos considerar a
relacdo de imersio, T C EW) descrita da seguinte forma: a fibra da relacio
. =1InN Eg(gl), para x € M, é constituida pelos pares (y,L) com y € N e
L :T,M — T,N uma aplicacao linear injectiva (nesta descrigao identifica-
se BV com {(y,L) :y € N,L : T,M — TyN é linear} pela bijeccao es-
tabelecida anteriormente). Para esta relacao é facil ver que (por defini¢ao

6



da aplicagdo H presente no diagrama (1)) H~1(I'%(Z)) = Mon(TM,TN) e
portanto que i~'(Sol'(Z)) = Imm(M, N). Em particular, do diagrama (1)
obtemos um outro diagrama comutativo por restricao das aplicacoes naquele
diagrama:

Sol'(T) — = 19(7)

(2) 22% ZZTH
Imm(M, N) -% Mon(T M, TN)

Em particular, o teorema de Smale-Hirsch é equivalente a dizer que a apli-
cacdo (obtida por restricdo de j! e a que damos o mesmo nome):

gt Soll(Z) — TY(T)

é sobrejectiva nas componentes conexas por arcos. Por definicao, isto é
equivalente a 7 satisfazer o principio-h.

1.1.3. Definicao (principio-h?)

Uma relagao R de ordem r (r € N) num fibrado suave p : E — B satisfaz o
principio-h se 5" : Sol"(R) — I'°(R) é sobrejectiva nas componentes conexas
por arcos (ou equivalentemente, se qualquer seccao em I'°(R) é homotdpica
em I'°(R) a uma sec¢ao holonémica — que necessariamente estard em I'°(R)
e sera entao o jacto-r de uma sec¢ao em Sol"(R)).

Podemos também definir um principio-h paramétrico que obviamente im-
plica o principio-h.

1.1.4. Definig¢ao (principio-h paramétrico)

Uma relagao R de ordem r (r € N) num fibrado p : E — B satisfaz o
principio-h paramétrico se j” : Sol"(R) — T'°(R) é uma equivaléncia de
homotopia fraca (ou seja, induz bijec¢oes em todos os grupos de homo-
topia para qualquer escolha do ponto de base em Sol"(R)). Equivalente-
mente (observe-se que j" : I (E) — T'%(E() é um mergulho), R satisfaz o
principio-h paramétrico sse a inclusdo em I'°(R) do seu subespaco formado
pelas seccoes holonémicas é uma equivaléncia de homotopia fraca.

1.1.5. Observagao

Na verdade, o principio-h paramétrico implica que j" : Sol"(R) — I'(R) é
uma equivaléncia de homotopia no caso de a relacao diferencial R ser uma
subvariedade de E(") e a restricio p"|r : R — B ser uma submersao. De
facto, nestas condi¢des, tanto Sol”(R) como I'°(R) sdo variedades-Fréchet
metrizaveis e portanto tém o tipo de homotopia de um complexo-CW (ver
Palais [15]) pelo que uma equivaléncia de homotopia fraca entre aqueles
dois espagos é necessariamente uma equivaléncia de homotopia (teorema de

Whitehead).

Embora neste trabalho se prove sempre a validade do principio-h paramé-
trico e este seja mais forte que o principio-h (usual), é relevante referir que
o que é usualmente utilizado nas aplicacoes concretas é apenas o principio-h

2A designagao principio-h constitui uma abreviatura de principio de homotopia (em
inglés, homotopy principle).
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(sobrejectividade em ) ou ainda a injectividade em 7y de 5" : Sol"(R) —
I'%(R) (nas condigoes da defini¢io acima).

Nas duas secgoes seguintes ver-se-ao alguns teoremas gerais que sao uteis
para provar a validade do principio-h (em determinadas condigoes) — estes
teoremas usam o formalismo dos feixes flexiveis. No entanto, antes disso,
parece relevante introduzir alguns dos conceitos e argumentos importantes
de forma mais concreta. Sendo assim, o final desta seccdo é dedicado a dar
uma demonstragao geométrica do principio-h (para certas relagoes diferenci-
ais em fibrados sobre variedades abertas). Esta demonstracao segue de perto
o método originalmente usado por Smale na sua prova do principio-h para a
relacao de imersao (para o caso particular de imersoes de esferas em espagos
Euclidianos). Além disso, é muito préxima da demonstragao do principio-h
dada em Haefliger [7] e em Geiges [2]. Na verdade, nesta secgao, tentar-se-ao
abstrair as propriedades formais necessarias para fazer uma demonstracao
do principio-h semelhante & apresentada nestas duas ultimas referéncias,
tentando para isso colocd-las num contexto mais adequado (na medida em
que as propriedades necessérias se obtém de modo formal, nalgum sentido).
Na secgao 1.4 de [3], Gromov propoe uma maneira de formalizar isto. No
entanto, a incapacidade do autor do presente texto em justificar os argu-
mentos ai desenvolvidos no formalismo dos espagos quasi-topoldgicos (apre-
sentado naquele livro) levou-o a formalizar a teoria na categoria mais geral
dos pré-feixes sobre a categoria dos espagos topoldgicos em que os argu-
mentos sao validos virtualmente inalterados. Assim, definimos um espaco
quasi-topolégico (contrariamente & definigdo em Gromov [3]) como um pré-
-feixe sobre a categoria dos espagos topoldgicos.

1.1.6. Definicao

Um pré-feixe sobre uma categoria C é um functor contravariante C — Set
(onde Set é a categoria dos conjuntos), isto é, um elemento de Set®™ (C°P é
a categoria oposta de C). A categoria dos pré-feixes sobre C é a categoria de
functores Set®”. Observe-se que se tem o mergulho de Yoneda C' — Set®”
cuja acg¢ao nos objectos de C' é dada por: ¢ — Homg(—, ¢).

1.1.7. Definigao

A categoria dos espagos quasi-topoldgicos é a categoria Set dos pré-feixes
sobre Top (Top é a categoria dos espagos topoldgicos). Designa-se por Y :
Top — Set™™ o mergulho de Yoneda (observe-se que Y preserva todos os
limites). Dado um espaco topoldgico X, chama-se a Y (X) o espago quasi-
-topoldgico associado a X.

Top°P

1.1.8. Observacao
Pelo lema de Yoneda, o mergulho de Yoneda Y : Top — Set é cheio pelo
que o conjunto dos morfismos entre os espacos quasi-topolégicos associados
a dois espacos topologicos é naturalmente isomorfo ao conjunto das fungoes
continuas entre os espacos topolgicos.

No seguimento, o termo espaco sera usado unicamente para designar es-
pacos topoldgicos. As referéncias a espacos quasi-topolégicos serao explicitas
e farao uso deste termo.

Top°P



A vantagem de trabalhar na categoria dos pré-feixes sobre 7Zop é que os
colimites em Set”™” tém propriedades vantajosas. Uma das propriedades
mais tuteis é a seguinte (ver Mac Lane [13], secgao V.3 — observe-se que as
afirmagoes duais também sao validas):

1.1.9. Proposigao
Dados uma categoria C' e um diagrama D : J — Set®” (isto é, um functor
de uma categoria pequena J para SetCOp), colim D existe (resp. lim D existe)
e é naturalmente isomorfo ao pré-feixe
C 3 p — colim((D(5))(p))

JjeJ
(esta é a sua acg¢ao nos objectos) (resp. C 3 p +— limjc;((D(j))(p))). In-
formalmente, os colimites (resp. limites) em categorias de pré-feixes (e em
particular na categoria dos espagos quasi-topoldgicos) existem e podem ser
calculados ponto a ponto.

Dado um fibrado suave p : E — B e um subconjunto A de B, define-se o
espago (quasi-topolégico) de secgoes de E sobre Op A:

I"(ElopA) == colim Y (I"(E|U))

(onde r € N e, para um aberto U de B, I'"(E|U) designa o espaco das sec¢oes
de classe C" de E sobre U com a topologia fraca-C") sendo o colimite tomado
em Set™” relativamente as aplicacoes “naturais” induzidas por restricao de
seccoes. Observe-se que Op A nao esta definido; apenas “o espaco de sec¢oes
de E sobre Op A”, o qual se pode conceber informalmente como o espago das
secgoes de E em vizinhangas arbitrariamente pequenas de A.

Um caso particular da defini¢io acima é o espago de secgoes I'O(E(™)|0p A)
para um fibrado suave p: F — B, r € Ne A C B. Observe-se agora que
dado um aberto U de B podemos tomar o jacto de seccoes sobre U o que
induz uma aplicacdo continua j” : I"(E|U) — T9(EM|U). Assim, dada
uma relacao diferencial de ordem r € N em E, podemos definir o espaco das
solugoes de R sobre U:

Sol"(R|U) = (")~ (I(R|U))
com a topologia de subespago de I'"(E|U) (onde o espago das secgoes de R

sobre U, T%(R|U), é o subespaco de TO(E()|U) definido da forma ébvia).
7" restringe a uma aplicacao:

4" Sol"(R|U) — TO(R|U)
Podemos agora definir como antes os espagos de secgoes e solucoes de R
sobre Op A (dado A C B):

I°(Rlop A) := U(‘:/(i)zliégAY(PO(MU))

Sol"(R|op A) := Ucvci)zliclilA Y (Sol"(R|U))

sendo os colimites tomados relativamente as aplicacoes de restricao nos es-

pacos de secgoes/solugoes. Observe-se que se U é um aberto de B entao

I'%(R|opU) = Y(I'°(R|U)) (e analogamente para o espaco de solucoes sobre

OpU). Finalmente, observe-se também que as aplicagoes j" : Sol"(R|U) —
9



I'%(R|U) para as vizinhancas U de A induzem (passando ao colimite) um
morfismo:

4" = Sol"(R|op A) — T (R|0p A)

A vantagem em definir estes espacos de seccoes sobre Op A reside nas
propriedades (de demonstragao facil) enunciadas a seguir.

1.1.10. Observagao
No seguimento segue-se (para efeitos de simplificagao) a convengao de iden-
tificar um espago topoldgico X com o espacgo quasi-topoldgico, Y (X), asso-
ciado a X (o lema de Yoneda permite fazer esta identificacao sem causar
confusao). Esta identificacao permite estender por analogia a espagos quasi-
-topoldgicos a defini¢cao de certos conceitos como por exemplo o de fibracao
de Serre. Além disso, esta identificacao implica que todas as defini¢coes e
proposicoes para espacos quasi-topolégicos se aplicam a espagos topologi-
Cos.

Note-se apenas que, como o mergulho de Yoneda nao preserva colimites,
é importante saber em que categoria os colimites sdo tomados. Por defeito,
e excepto referéncia em contrério, os colimites em Top (e em Set™™ ) serdo
tomados em Set™F”" .

1.1.11. Proposicao

Seja D : J — Set™” um diagrama pequeno em Set (isto é, J é uma
categoria pequena e D é um functor). Entao para qualquer espacgo topoldgico
X

Top°P

Hom, mper (X, colim D) = cgg}n (Hom g, mer (X, D(p)))
Em particular (note-se que o colimite da direita é tomado em Set), se f :
X — colim D é um morfismo entao existe um morfismo ]7 : X — D(p)
para algum objecto p de J tal que p o f = f (onde p : D(p) — colim D é
a aplicacao natural para o colimite). A um tal morfismo ]? chama-se um
levantamento de f.

Demonstracao. Esta proposicao segue imediatamente da proposicao 1.1.9 e
do lema de Yoneda:

Hom g, mer (X, colim D) = (colim D)(X)

= colim((D(p))(X))

= colim (Hom g,z (X, D(p))

Esta proposicao tem o seguinte coroldrio imediato.

1.1.12. Proposicao
Sejam p : E — B um fibrado suave, A C B, X um espaco topolégico e
r € N. Entao

Hom g,ymyer (X, I" (E|Op A)) =  colim (Homzgy(X, rO(R|U))
Vviz de
10



Em particular, se f : X — I'"(E|Op A) é um morfismo entao existe U vizi-
nhanca de A em B e uma aplicacdo continua f : X — I'"(E|U) (um levan-
tamento de f) tal que f = qo f (onde q : Y(I"(E|U)) — I"(E|opA) é
a aplicacao natural para o colimite). Afirmacgoes andlogas valem para os
espagos de seccoes/solugoes de uma relagao diferencial R em E.

1.1.13. Proposicao

Se p: E — B é um fibrado suave, r € N e A1, Ay sao subconjuntos fechados
de B (ou mais geralmente Ay, Az sao subconjuntos de B fechados em Ay U
Ay) entao o diagrama seguinte (onde todas as aplicagoes sao induzidas por
restricao de secgoes)

I"(E[0p (A1 U Az)) —— I (E[0p (A1)

l l

I"(E|0p (A2)) —— " (E|0p (A1 N Ag))

é um diagrama de pullback na categoria dos espacos quasi-topolégicos. Da
mesma forma, o diagrama andlogo para os espagos de sec¢oes de R (resp.
para os espagos de solugées de R) é também um diagrama de pullback para
uma relacao diferencial R em E.

Demonstracao. E apenas necessario fazer a verificagdo “ponto a ponto” (ver
proposigao 1.1.9 — aplicar a diagramas “quadrados”), isto é, basta mostrar
que para cada espaco topolégico X:

I"(Elop (A1 U A2))(X) ——= I (E[0p (A1))(X)

l l

I"(E|0p (A2))(X) —— I"(E|0p (A1 N A2))(X)
é um diagrama de pullback. No entanto (novamente pela proposicao 1.1.9 e
pelo lema de Yoneda), sabemos que isto é o mesmo que verificar que

colim Hom(X,I'"(E|U)) — colim Hom(X,I'"(E|U))
U viz de A1 U Ay U viz de A1

J l

colim Hom(X,I'"(E|U)) — colim Hom(X,I'"(E|U))
U viz de Ao U viz de A1 N Ao
é um diagrama de pullback para cada espago topoldgico X, o que se verifica
directamente de forma elementar. |

O proéximo objectivo é definir um principio-h local que é importante na
medida em que sob certas condigoes é possivel reduzir o principio-h sobre um
aberto ao principio-h local sobre um conjunto mais pequeno. Como veremos,
esta propriedade (de localizagao do principio-h) é usada frequentemente nas
demonstragoes. Para definir o principio-h local é necesséario definir primeiro
o conceito de equivaléncia fraca entre espacos quasi-topolégicos. Com vista
a isso, convém primeiro definir o conceito de homotopia.

1.1.14. Definicao

Uma homotopia entre dois morfismos f,g: X — Z em Set é uma apli-

cacao H : X x [0,1] — Z tal que H oig = f, H o1 = g (onde iy = (idx, ¢t)
11
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parat € {0,1}, com ¢, : X — [0, 1] dado pela composta
X —— « —>0,1]

onde *; é a aplicagao com imagem igual a {t}).

1.1.15. Definicao

Um ponto de um espago quasi-topolégico X é um morfismo * — X (onde * é
um espago topolégico singular — que é um objecto terminal de Set™” ). Um
espago quasi-topolégico pontuado é um par (X,z) em que X é um espago
quasi-topoldgico e x : * — X é um ponto de X. Dados dois espacos quasi-
topoldgicos pontuados, (X, z) e (Z, z), um morfismo pontuado, f : (X,z) —
(Z,z),de (X,x) para (Z, z), é um morfismo f : X — Z tal que fox = z. Isto
. .. . Top°P . s .

permite definir a categoria Sety,  dos espacos quasi-topolégicos pontuados.
Uma homotopia pontuada H : (X, x) x [0,1] — (Z, z) entre dois morfismos
pontuados f,g: (X,z) — (Z,z) é uma homotopia H : X x [0,1] — Z entre
os morfismos f,g : X — Z em Set™" tal que H o (cz,idjg,1)) = ¢. (onde
¢z : 10,1] — X é dado pela composta

0,1] —> % —2> X
e analogamente para c;).

Com vista a definir o conceito de equivaléncia fraca, o objectivo agora
seria definir grupos de homotopia de espacos quasi-topolégicos. No entanto,
a relacdo de homotopia nao é uma relagao de equivaléncia em geral para es-
pagos quasi-topoldgicos devido a impossibilidade de “colar” morfismos entre
espagos quasi-topoldgicos como se pode fazer para fungoes continuas. Sendo
assim, é necessario definir uma subcategoria adequada de Set™”" em que
isto seja possivel.

1.1.16. Definigao
Seja cTop a subcategoria cheia de Set™™ cujos objectos sao os espagos quasi-

-topoldgicos X tais que existe um 1inico morfismo () — X e tais que para
qualquer diagrama de pushout em Top

A%B

icl/ jBJ/
c-—2sp
e quaisquer morfismos fp: B — X, fo : C — X tais que fgoip = fo oic
existe um tinico morfismo f : D — X tal que fojp = fp e fojo = fo. Visto
que cTop é uma subcategoria cheia de Set™" | os morfismos em cTop entre dois
objectos de cTop sdo os morfismos entre aqueles objectos em Set™” . Sendo
assim, referir-nos-emos apenas a morfismos sem referéncia a categoria (cTop
ou Set’°P" ) em que os consideramos.
A categoria cTop « é a subcategoria cheia de .Set{fp ” (a categoria dos es-
pagos quasi-topolégicos pontuados) constituida pelos espagos quasi-topold-
gicos pontuados (X, z) com X € cTop.

12



1.1.17. Observacgao

Observe-se que (pela defini¢ao acima e pelo lema de Yoneda) um espago
quasi-topoldgico Y € Set™” estd em cTop sse for um functor contravariante
Top — Set que leva pushouts em pullbacks e tal que Y (()) é singular. Na
verdade (como se conclui usando o lema de Yoneda e a proposi¢ao 1.1.19
a frente) tem-se que se Y € cTop entao Y leva colimites finitos em limites
finitos (enquanto functor contravariante Top — Set).

E imediato da definicao que Zop é uma subcategoria cheia de c¢Zop. A
seguinte proposi¢ao também segue facilmente da definigdo (a sua demons-
tragao é deixada ao cuidado do leitor).

1.1.18. Proposicao
A categoria ¢Top é completa e a inclusao em Set preserva limites. Dito
de outra forma, os limites em Set™” de elementos de cTop estdo em cTop.

Top°P

A vantagem de trabalhar na subcategoria cZop de Set™"" reside na pro-

priedade seguinte (que generaliza a propriedade de colagem de aplicagoes
continuas entre espagos topoldgicos).

1.1.19. Proposigao
A inclusao de Top em c¢Top (com n € N) preserva colimites finitos.

Demonstracdo. Da definicao segue imediatamente que () é um objecto inicial
em cZop e que a inclusao de Zop em cTop preserva pushouts. Assim conclui-
-se que a inclusao de Zop em cTop preserva coigualadores e (por indugao)
coprodutos finitos. Desta forma, a conclusao pretendida segue. |

A proposigao seguinte (extremamente 1til no seguimento) é um coroldrio
imediato da proposicao anterior. Por simplificagao, dados um espaco topolé-
gico X, Z € Set™"” e um morfismo f : X — Z, designa-se por f| (restricao
de f a A) a composta de f com a inclusdo de um subespago A de X.

1.1.20. Proposicao

Dada uma cobertura fechada (resp. aberta) finita, C, de um espago topolo-
gico X, tem-se que X é o colimite em cTop da inclusao do conjunto parcial-
mente ordenado CU{ANB : A,B € C} (a ordem parcial neste conjunto é
dada pelas inclusées AN B — A para A, B € C) em ¢Top (esta inclusao é um
functor). De forma equivalente, dados Z € cTop e morfismos fy : A — Z
para A € C tais que falan = fBlan para A,B € C, existe um tnico
morfismo f: X — Z tal que f|s = fa para A € C (a f chama-se a colagem
dos fa’s para A € C).

Outra propriedade fundamental da categoria cZop é a de ser fechada para
colimites dirigidos (que, por convencao, sao tomados em SetT”POp).

1.1.21. Observagao

O colimite de um functor J — C' (C uma categoria completa) diz-se dirigido
se a categoria J for dirigida (ver Mac Lane [13], capitulo IX — aquilo que
neste texto se designa por “dirigido” é designado em Mac Lane [13] por
“filtered”), isto é:

e dados p,q € J, existe r € J e morfismosp —r e q— r.
13



e dados p,q € J e morfismos f,g : p — q existe r € J e um morfismo
h:q—r taisqueho f=hog.
A vantagem dos colimites dirigidos (em Set) consiste no seu modelo sim-
plificado: se J € uma categoria pequena dirigida e D : J — Set é um functor

entao:
colim D = (H D(p))/ ~
peJ
onde ~ é a relacao de equivaléncia dada por: a ~ d' (para a € D(p),
a’ € D(p') comp,p’ € J) sse existem q € J e morfismosu :p — q,u' : p' — q
tais que D(u)(a) = D(u')(a’) (isto define uma relagao de equivaléncia pois
a categoria J é dirigida).

1.1.22. Proposicao

Dado um diagrama D : J — cTop com J pequena e dirigida, o colimite
de D em cTop existe e é igual ao colimite de i o D (i : cTop — Set™” é a
inclusdo) em Set™™. Dito de outra forma, os colimites dirigidos (pequenos)
em Set™” de elementos de cTop estdo em cTop.

Demonstragao. Suponhamos que Z = colim(io D) (sendo o colimite tomado
em Set™™) onde D : J — cTop é um functor e J é uma categoria dirigida
pequena. E imediato que Z(() é singular. Sejam agora dados um diagrama
de pushout em Zop

C%B

I A

A x
e morfismos fa : B — Z, fg : B — Z tais que fq4o0i4 = fgpoip. Pela
proposicdo 1.1.11 temos levantamentos f4 : A — D(p) e f5: B — D(q)
com p,q € J e estes levantamentos verificam ay, o }Z 014 = Qg © }’E o1ip
(onde, para r € J, a, : D(r) — colimD é o morfismo natural para o
colimite). Assim, os morfismos faocis:C — D(p) e fpoip:C — D(q)
representam o mesmo elemento em

(3) cgg}n (Hom g, mee (C, D(p))) ( = Hom g, mer (C, colim(i o D)))

(pois representam o mesmo morfismo oy, o 3‘; 0i4 = Qg0 }; oig:C — Z no
termo entre paréntesis). Desta forma, a observacao 1.1.21 (nomeadamente
a féormula explicita ai dada para um colimite dirigido — que neste caso
aplicamos a calcular o colimite (3)) permite-nos concluir que existem r € J
e morfismos u : p — r, v : ¢ — r tais que D(u)oﬁoiA = D(v)o}VBoiB.
Assim, tem-se que D(r) € cTope D(u)ofs : A — D(r), D(v)ofp : B — D(r)
sao morfismos em c7Zop tais que D(u) o}:‘ oig = D(v)o }E oip. Desta forma,
existe um morfismo tnico f : X — D(r) tal que fvo ja = D(u) o fNA e
fojp = D(v) o }E. O morfismo f = a,of : X — Z = colim(i o D)
verifica entdao f o ja = fa e fojp = fp- A unicidade deste morfismo
segue da unicidade de fcomo acima para quaisquer levantamentos }:1 e f];
(é também necessério usar novamente a proposicao 1.1.11 e a observagao
14



1.1.21) — os pormenores da demonstragdo de unicidade sao deixados ao
cuidado do leitor. [ ]

1.1.23. Observacao

Esta proposi¢ao implica em particular que para um fibrado suavep : £ — B
e uma relagao diferencial de ordem r € N em E, se tem que Sol"(R|0Op A) e
I'%(R|op A) estdo em cTop para qualquer A C B.

Estas propriedades de ¢7Zop (nomeadamente o facto de a inclusao de Zop
em cZop preservar colimites finitos, o que nos permite colar morfismos de
espagos topoldgicos para elementos de ¢7Zop) permitem-nos entao definir (da
forma usual) conjuntos de classes de homotopia de morfismos entre espagos
pontuados e grupos de homotopia de elementos de cTop.

1.1.24. Definicao

Sejam (X, x) um espago topolégico pontuado e (Z,z) € cop,,. Define-se
[(X,z),(Z,2)]% como sendo o conjunto das classes de homotopia pontuadas
de morfismos pontuados (X,z) — (Z,z) (note-se que isto é um conjunto
pois Z(X) é um conjunto) — a relagcao de homotopia é uma relacao de
equivaléncia neste caso por causa da proposicao 1.1.20. Dado um morfismo
fi(Z,2) = (Z',2') (com (Z',2") € cTop, ), temos induzido um morfismo fy :
(X, 2),(Z,2)]x — [(X,z),(Z',2")]x. Define-se ainda para k € N o grupo
de homotopia de ordem k de (Z, z) como sendo 7(Z, z) = [(S*, %), (Z, 2)]«.
Define-se de forma similar o conjunto de classes de homotopia de morfismos
(nao pontuadas) [X, Z] para X € Top e Z € ¢Top. Também se tem, para cada
morfismo f : Z — Z' em ¢Top, uma aplicacao induzida fy : [X, Z] — [X, Z'].

1.1.25. Observagao
Nas condigoes da definicao anterior, temos que 7p(Z,z) é um grupo se
k > 1 que é abeliano se k > 2 (a estrutura de grupo é definida como da
forma usual em Top). Além disso, dado um morfismo f : (Z,z) — (Z',7)
(onde (Z,z),(Z',2") € cTop, ), a aplicagao fy : m(Z,2) — m(Z',2") é um
homomorfismo de grupos para k € N\ {0} .

Note-se ainda que a definicao anterior de conjuntos de classes de homo-
topia de morfismos e de grupos de homotopia coincide com a defini¢ao usual
no caso de espacos topolégicos.

1.1.26. Observagao
Dado um functor D : J — cTop . com J dirigida e pequena, tem-se que

colim D € cTop,, e para qualquer espago topolégico pontuado (X, x)
[(X7 x)a colim D]* = ng}n[(Xa IE), D(p)]*
como se conclui usando a proposi¢ao 1.1.11 e a observagao 1.1.21 (é valida
uma afirmacao analoga para conjuntos de classes de homotopia nao pontua-
das). Em particular, para k € N tem-se que:
7 (colim D) = colim 7 (D(p))
peJ
(onde o colimite é em Set; para k > 1 o colimite pode ser tomado na categoria

dos grupos e para k > 2 na categoria dos grupos abelianos).
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Com a nocao de grupos de homotopia podemos definir o conceito de
equivaléncia fraca.

1.1.27. Definigao

Sejam A, B € cTop e seja f : A — B um morfismo. Entao f é uma equi-
valéncia fraca se para qualquer ponto a de A e qualquer k € N se tem que
fx (A a) — 7 (B, f o a) é um isomorfismo. Um espago X € cTop diz-se
fracamente contractil se X — % é uma equivaléncia fraca ou, equivalente-
mente, se (X, x) = 0 para quaisquer k € N e x ponto de X.

1.1.28. Observagao
Note-se que a definicao anterior de equivaléncia fraca estende o conceito de
equivaléncia de homotopia fraca para espacgos topoldgicos.

Tal como definimos grupos de homotopia e equivaléncia fraca, também
¢é possivel definir em cZop de forma andloga ao feito para Zop conceitos
como o de equivaléncia de homotopia, fibracdo (na definigao de fibracao
em cTop consideram-se apenas levantamentos de homotopias a partir de es-
pagos topoldgicos) e fibragao de Serre. Na verdade, estes conceitos podem
ser definidos em Set™" e as suas definicoes ficam subentendidas. Além
disso (e igualmente importante), também vdrias construgoes e factos fun-
damentais em teoria de homotopia de espacos topoldgicos sao véalidos em
cTop (essencialmente com a mesma demonstracao — o principal problema é
que agora as defini¢oes e construgoes tém que ser feitas “sem usar pontos”).
Enumeram-se algumas que serao necessarias no seguimento (o leitor é con-
vidado a confirmar a validade das construgoes e a veracidade das afirmacgoes
— duas referéncias auxiliares sao Hatcher [8], May [14]). Sejam X, Z € cTop:

e uma equivaléncia de homotopia entre elementos de c¢Zop é uma equivalén-
cia fraca.

e existe um morfismo natural X% — X3 em c¢Top que é uma fibragao e
uma equivaléncia de homotopia.

e qualquer morfismo f : X — Z pode ser substituido por uma fibragao de
uma forma natural no sentido em que existe um diagrama natural em
cTop:

tal que ¢ é uma equivaléncia de homotopia e f é uma fibragao (o ponto
anterior é importante para esta construgao). A fibra da fibragao f sobre
um ponto y de Y % chama-se a fibra de homotopia de f sobre y.

3Dados um espago topolégico A e um espago quasi-topolégico B, define-se o espago
quasi-topoldgico B# = B(A x —). Se B € c¢Top e A é localmente compacto Hausdorff
entio B4 € ¢Top, como se pode verificar usando a caracterizagao dos elementos de cTop
dada em 1.1.17 (note-se que neste caso o functor A X — : Top — Top preserva colimites).

4A fibra de um morfismo X — Z entre espagos quasi-topolégicos sobre um ponto
* — Z é o pullback do diagrama X Z *. Note-se que se X,Z € cTop, a
fibra também estd em cTop.
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e a sucessao exacta de homotopia da fibragao é valida em c7op, isto €, para
qualquer fibracdo p : (X,z) — (Z,2) (com fibra (F,z)* — fibra sobre
z) e qualquer espago topolégico bem pontuado (A, a), o seguinte é uma
sucessao exacta longa (ver May [14]):

4) - — [Z5(4,0), (F,2)]x — [ZF(4,0), (X, 2)], 75
PR ISE(A a), (7, 2)] > [SFY(A,a), Fly —> ---

(onde ¥ denota a suspensao reduzida).

e a afirmagao anterior é valida para o caso de p: (X,z) — (Z, z) ser uma
fibracao de Serre e (A, a) ser um complexo-CW finito pontuado.

e em particular, a sucessdo exacta (natural) dos grupos de homotopia de
uma fibragao de Serre é vdlida em c¢Zop (basta tomar (4,a) = (S 1) no
ponto anterior).

e a HELP (Homotopy FExtension and Lifting Property) é vélida em cTop
para complexos-CW finitos.

A seguir apresenta-se um corolédrio simples (e importante) das afirmagcoes
anteriores.

1.1.29. Proposicao

Sejam p : X — Z, p' : X' — Z' fibracoes de Serre de espacos quasi-
-topoldgicos em cTop e seja dado um diagrama comutativo entre aquelas
fibragoes:

x s x

I

RNy

Entéao se f, fséo equivaléncias fracas, a aplicacao induzida nas fibras de p e
p’ sobre quaisquer pontos (de Z e Z' tais que a imagem do ponto em Z é o
ponto em Z') é uma equivaléncia fraca. Por outro lado, se f e as aplicagoes
induzidas nas fibras de p, p' sobre quaisquer pontos sao equivaléncias fracas
entao f também é.

Demonstragao. Segue facilmente usando a sucessao exacta (natural) dos gru-
pos de homotopia da fibragao e o lema dos 5 (na verdade para mostrar a
bijeccao em my é necessario ainda um argumento simples que deixamos ao
cuidado do leitor). [ |

Uma ultima propriedade importante de fibragoes de Serre em cTZop é
dada na seguinte proposi¢do (a demonstracao segue um argumento dado
em Strom [21]).

1.1.30. Proposicao

Sejam X, Z espacos quasi-topoldgicos. Se f : X — Z é uma fibracao de

Serre, A é um complexo-CW finito e B é um subcomplexo-CW de A tal

que a inclusdo B «— A é uma equivaléncia de homotopia, entao dado um
17



diagrama comutativo

Y5 X

)

!
Z

— X em cTop tal que o diagrama

<
Lm

N

em cTop, existe um morfismo g :

/

Y5 Xx

Z

g

:

P

comuta.

Agora que ja se apresentaram algumas propriedades homotodpicas fun-
damentais de c7Zop, podemos continuar com a discussao do principio-h. A
nocgao de equivaléncia fraca entre elementos de cZop anteriormente definida
permite-nos finalmente definir a nogao de principio-h local.

1.1.31. Definicao

Seja p : E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial de or-
dem r € N. Diz-se que R verifica o principio-h paramétrico local sobre
A (ou verifica o principio-h sobre OpA) (onde A C B) se a aplicagao
§" : Sol"(R|op A) — TO(R|Op A) é uma equivaléncia fraca (observe-se que
I'%(R|op A) e Sol"(R|0p A) estao em cTop pela proposicao 1.1.22).

Este principio-h local é importante no caso de relagoes Diff-invariantes (a
definir em breve). Definimos primeiro o conceito de extensao continua.

1.1.32. Definicao

Seja p: E — B um fibrado suave e designemos por Diff(B) o conjunto dos
difeomorfismos (de classe C*°) entre abertos de B e Diff(FE) os difeomor-
fismos entre abertos de E. Entao diz-se que ® : Diff(B) — Diff(FE) é uma
extensao continua para o fibrado p : E — B se temos o seguinte:

e Naturalidade: dado f € Diff(B) um difeomorfismo de U para V (U,
V abertos de B), ®(f) é um difeomorfismo de p~1(U) para p~1(V) e o
seguinte diagrama comuta:

) 2 (V)

[P

v—1 sy

e Functorialidade: dado U aberto de B, ®(idy) = id,-1(¢n); dados f,g €

Diff(B) tal que a composta f o g esta definida tem-se que ®(f o g) =
®(f) o @(g)-

e Continuidade: dado U aberto de B, a aplicacao induzida por restricao de
P:

® : Diff(B) N C™(U, B) — C>®(p *(U), E)
18



é continua (onde se tomam a topologia de subespago de C*°(U, B) — que
tem a topologia fraca-C* — no dominio (lado esquerdo) e a topologia
fraca-C'* no codominio (lado direito)).

1.1.33. Observacao

A defini¢ao de extensao continua apresentada acima nao é a mesma que a
definicao do mesmo termo apresentada em Geiges [2]: a condi¢ao de con-
tinuidade na definicao acima é mais restritiva que a condi¢ao andloga na
definicao em Geiges [2].

1.1.34. Exemplos
A seguir descrevem-se alguns exemplos de extensoes continuas:

e No caso do fibrado trivial B x M — B (para variedades B, M), uma
extensao continua é definida por ®(f) = f x idys para f € Diff(B).

e No caso do fibrado tangente T'B — B uma extensao continua é dada por
®(f) = df para f € Diff(B).

e Dada uma extensao continua ® : Diff(B) — Diff(E) como na definigao
acima, temos uma extensao continua naturalmente induzida

®" : Diff(B) — Diff(E™)
(para r € N) definida por:

e (f): (p")HU) —— (") (V)
Jo(8) — j}(x)(é(f) osofh)

para f € Diff(B) um difeomorfismo de U para V (U, V abertos de B).
Este exemplo é fundamental no seguimento por via da seguinte definicao.

1.1.35. Definigao

Sejap: E — B um fibrado suave e seja R uma relacao diferencial de ordem
r € N em E. Entao R diz-se Diff(B)-invariante se existe uma extensao
continua ¢ : Diff(B) — Diff(E) para E tal que R é invariante por ®"
(como definida no exemplo anterior), isto é, para qualquer f € Diff(B) com
dominio num aberto U de B, (®"(f))(RN (p")~*(U)) C R.

1.1.36. Exemplo
Considere-se o fibrado trivial £ := M x N — M. Entao a relagao (diferencial
de ordem 1) de imersao em E, Z, é invariante: a extensao continua ® para

FE definida como no primeiro exemplo de 1.1.34 é tal que Z é invariante por
Pl

A relevancia do principio-h local no estudo de relagoes diferenciais Diff-
-invariantes é demonstrada pela proposicao seguinte.

1.1.37. Proposicao

Seja p: E — B um fibrado suave e seja R uma relagao diferencial Diff(B)-

-invariante de ordem r € N. Se A é um subconjunto de B e U é uma

vizinhanga regular de A (dizemos que U é uma vizinhanga regular de A se

para qualquer vizinhanga V de A existe uma isotopia ¢ : U x [0,1] — U
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de U® tal que A C ¢1(U) C V) entdo o principio-h paramétrico em U° é
equivalente ao principio-h paramétrico local sobre Op A.

Demonstragdo. A demonstracao de que o principio-h em U implica o princi-
pio-h local em A segue de forma elementar da observacao 1.1.26 e da Diff(B)-
-invariancia da relacao R e é deixada ao cuidado do leitor. A demonstragao
da implicagao contraria é mais interessante e é apresentada a seguir. Seja
® : Diff(B) — Diff(F) uma extensao continua para E tal que R é invariante
por ®" e supomos que é valido o principio-h local em A. Queremos mostrar
que a aplicacao j” : Sol"(R|U) — T°(R|U) é uma equivaléncia fraca, ou
equivalentemente, que a aplicagao

(5")s = m(Sol"(RIU), a) — mu(TO(RIU), 5" (a)

é uma bijecgdo para quaisquer a € Sol"(R|U) e k € N. Mostremos que é
sobrejectiva. Sejam entao dados k € N\ {0} (o caso k = 0 usa argumentos
semelhantes e é na verdade mais simples) e a € Sol"(R|U) e seja

a: (S*,b) — (TY(R|V), " (a))
uma fungdo continua (b é o ponto de base de S*). Sejam

TE,V, TYR|V) = TURIV")

P9+ Sol"(R|V) — Sol”(R|V)
as aplicacoes induzidas por restricao de secgoes para quaisquer abertos V,
V' de B com V/ C V. Da observagao 1.1.26 e da validade do principio-h pa-
ramétrico sobre Op A segue imediatamente (usando novamente a proposi¢ao
1.1.26) que a aplicacao natural (induzida por (j")4 para cada vizinhanca de
A contida em U)
li Sol” (RIV), 574 li TOR|V),riy 0"

L eolim - mi(Sol (RIV), 7y (a) — - colim — m(T(RIV), ry 0 5" (a))
é uma bijeccao. Assim, r&voa representa um elemento de 7 (T°(R|V), TII},VO
j"(a)) que estd na imagem de

(77)x = (SOl (RIV), 15y (a)) — me(LO(RIV), iy © 57 (a))

para alguma vizinhanga (suficientemente pequena) V' de A contida em U.
Sendo assim, existe uma homotopia pontuada

G : (S*,b) x [0,1] — (LO(R|V), 75y 05" (a))

comegando em Go = r&v o o e terminando em G = j" o § para alguma
aplicacao
B (5%,0) = (Sol"(R|V), ()

5Uma isotopia de U é uma aplicagdo suave ¢ : U x [0,1] — U tal que para todo o
t €10,1], ¢ = ¢(—,t) é um difeomorfismo sobre a imagem e ¢o = idy.
O principio-h paramétrico em U é, por defini¢ao, o principio-h paramétrico local sobre
U. Como U é aberto em B, o principio-h paramétrico sobre U é equivalente a afirmacao
de que j" : Sol"(R|U) — T°(R|U) é uma equivaléncia de homotopia fraca (daf que se
omita “local” da designagao do principio-h sobre U). Nao voltarao a ser feitos comentérios
acerca da omissdo de “local” na referéncia ao principio-h sobre um aberto da base e esta
discussao fica subentendida.
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Para simplificar consideravelmente a notacdo no seguimento, definimos
agora o pullback de secgbes de R e de solugoes de R: seja g € Diff(B) um
difeomorfismo de W para W’ com W, W' , W" abertos de B tais que W’ C
W”. O pullback g*s € T°(R, W) de uma sec¢io s € T°(R, W") por g define-
-se por g*s := ®" (g7 ') o s0g. O pullback de uma solucio s € Sol" (R, W")
por g é a solucao de R sobre W definida por g*s := ®(¢g~!)osog. Dada uma
aplicacdo continua f : X — TY(R|W”) (resp. f : X — Sol"(R|W")) onde
X é um espaco topolégico, define-se o pullback g* f : X — I'O(R|W) (resp.
g*f : X — Sol'(R|W)) por (¢*f)(x) = g*(f(x)) para x € X (g*f assim
definido é continuo pela hipétese de continuidade na definicao de extensao
continua).

Voltando & demonstragao, considere-se agora ¢ : U x [0,1] — U uma
isotopia de U tal que im(¢1) C V (onde ¢ := ¢(—,t) para t € [0,1]). Entao
definimos uma homotopia

H:S%x[0,1] — ITYR|U)

em dois passos: primeiro percorremos o caminho ((¢¢)*a)¢co,1) € depois o
caminho ((¢1)*(Gt))iepo,1) (note-se que os dois caminhos colam pois (¢1)*a =
(¢1)*(7“5’V oa) = (¢1)*(Go)). A homotopia H é continua pela hipétese de
continuidade na defini¢ao 1.1.32. Como G = j" o # temos que a homotopia
H termina em

Hy = (¢1)*(G1) = (¢1)*(4" 0 ) = 5" o ((1)* 1)

que factoriza através de j”, como se pretende. A homotopia H nao é pontua-
da, mas podemos modificar a sua defini¢do um pouco para construir uma
homotopia pontuada que resolve o problema em questao (na verdade, a
homotopia H é suficiente para resolver o problema no caso k = 0). Antes
de continuar, definimos, pois, uma “acgdo” de um caminho = : [0,¢] — X
(onde X é um espago topolégico e ¢ € [0,1]) no conjunto das aplicagbes
(S*,b) — (X,7(t)). Para isso, considera-se S¥ como sendo um quociente de
DF que identifica 9D* com o ponto de base, b, de S*. Dada uma aplicacio

f e (85,b) — (X,7(1)

que corresponde (Bela aplicacdo quociente DF — S*) a uma aplicacio f :
D¥ — X (tal que f(0D*) = {~(t)}), define-se

7o f ¢ (8%,6) — (X,7(0))

(note-se a mudanga do ponto de base em X) como sendo a aplica¢ao induzida
(através da aplicagio quociente D¥ — S*) por 7.f : D¥ — X dada da
seguinte forma:

F@) = { ?(1%15/2) se |z| <1—1t/2
! V21— fa))  se ol =1—-t/2

para z € D* = {x € R¥ : |z| < 1} (7, f percorre o caminho v radialmente
na regidao {z € D¥ : |z| > 1 —t/2}; no disco {z € D¥ : |z| <1-t/2}, 7,f
reproduz f depois de convenientemente reescalada).
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Podemos agora terminar a demonstracao da proposicao: em vez da ho-
motopia H, considera-se a homotopia pontuada

H': (8%,b) x [0,1] — TO(R|U)

que percorre primeiro o caminho (Tjroy, o ((0)*a))iepo,1) € depois o cam-
inho (7jroy ((¢1)*(Gt)))iejo,1] (observe-se a relagdo com a definicdo de H; na
verdade, uma homotopia com as propriedades requeridas de H' pode ser
obtida formal e ndo explicitamente a partir de H, § e v usando apenas uma
propriedade de levantamento/extensao de aplicagdes para cofibragoes — ver
Strgm [21] ou proposicao 1.1.30), onde 7 : [0,1] — Sol"(R|U) é o caminho
((¢1)*a)sepo,1)- Pode agora verificar-se que H' é de facto uma homotopia
pontuada (continua) que comega em « e termina em

HY = Tjrey Hi = Tyron (" 0 (61)*8)) = 7 0 (75((61)*6))

de onde se conclui que « representa um elemento de 7 (I (R|U), 5" (a)) que
estd na imagem de

(7" = m(Sol (R|U), @) — mx (T (RIU), j" (a))

Concluimos portanto que esta aplicagao é sobrejectiva, como se pretendia.
A demonstracao da injectividade usa argumentos semelhantes aos apre-
sentados acima e é deixada ao cuidado do leitor. |

Ainda acerca de principios-h locais, observemos que o principio-h local
num ponto é verdadeiro para uma relagdo aberta (observe-se a relagao e a
semelhanga entre esta proposicao e a proposicao 3.12 de Geiges [2]):

1.1.38. Proposicao
Se p: E — B é um fibrado suave e R é uma relacao diferencial (de ordem
r € N) aberta em E entao o principio-h paramétrico local é valido em {b}
para qualquer b € B.

Demonstragcao. Damos apenas a ideia da demonstragao. Primeiro mostra-
mos que (57)x : mo(Sol"(R|op {b})) — mo(T°(R|0p {b})) é sobrejectivo. Ob-
serve-se que isto é equivalente a aplicagdo natural (induzida por tomar os
jactos)
: T : 0

(5) chgil(ri%bﬂ-o(SOl (RIU)) — UC\?illgé bﬂ'o(r (R|U))
ser sobrejectiva. Seja entdo s € ['Y(R|U) para alguma vizinhanca U de b (s
representa um elemento do lado direito de (5)). Entao existe uma seccao
holonémica ¢t de E(") sobre V tal que t(b) = s(b) para alguma vizinhanca V'
de b (basta tomar t = j"(s') para s’ uma secgdo de E em torno de b tal que
Ji (s") = s(b)). Como R é aberta, existe uma vizinhanca de b em que t tem
imagem em R (e portanto, nessa vizinhanga é o jacto de uma solucdo de R)
e ¢ homotdpica (através de secgoes de R) a s. Isto mostra que o elemento no
lado direito de (5) representado por s estd na imagem da aplicagao em (5).
Assim, (j7)x : mo(Sol” (R|0op {b})) — mo(T°(R|0p {b})) é uma sobrejecgio.

A forma de estender o argumento anterior a m;, (k € N) consiste em obter
(usando a notagao acima) para cada secgao s um “representante” holonémico
t que dependa continuamente de s. Desta forma, o argumento acima valeria
para aplicagdes S¥ — T'°(R|U) (para alguma vizinhanca U de b) — e ndo
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apenas para elementos de I'°(R|U) — mostrando a sobrejectividade em 7.
Uma forma de obter os “representantes” holonémicos de forma canodnica e
continua consiste em mergulhar a variedade E' em R? para ¢ € N — note-se
que secgoes do espaco de jactos do fibrado trivial B x R? — B tém em cada
ponto “representantes” holonémicos canénicos polinomiais relativamente a
alguma carta — e usar uma vizinhanga tubular de £ em R? para obter os
“representantes” holonémicos de secgoes locais de E) (a partir dos “repre-
sentantes” candénicos que se tém para o caso do fibrado trivial B x R? — B).

A injectividade em 7, (k € N) é provada por argumentos semelhantes. W

1.1.39. Observagao
A demonstragao da proposi¢ao 3.12 em Geiges [2] apresenta os argumentos
descritos na demonstracao acima de forma bastante completa.

1.1.40. Observagao

Uma consequéncia imediata das duas proposicoes anteriores é que uma
relagao diferencial aberta num fibrado suave sobre R™ (n € N) que seja
Diff(R™)-invariante verifica o principio-h paramétrico. Esta afirma¢ao é um
caso muito particular de um teorema que se provara neste capitulo: qualquer
relagao diferencial aberta Diff(B)-invariante num fibrado suave p : E — B
verifica o principio-h paramétrico.

Antes de iniciarmos a demonstracao prometida do principio-h, damos
mais algumas definigdoes importantes. Introduz-se primeiro o conceito de
micro-fibracao (que estd relacionado com o conceito de fibragao de Serre).

1.1.41. Definicao

Seja p : X — Z um morfismo entre espagos quasi-topoldgicos. Diz-se que
p é uma micro-fibragdo se dados P um poliedro compacto (ou seja, finito),
F:Px[0,1] - Zef:P — X morfismos tais que o seguinte diagrama

comute (em Set™™):
P X
1dP7 1 \L
Z

F
[07 1 —
existem ¢ €]0,1] e F : P x [0,e] — X tais que o seguinte diagrama comuta:

l

P

- %
1.

P x[0,1] — Z

X

1.1.42. Observagao
Se pudermos escolher sempre ¢ = 1, p: X — Z é uma fibracao de Serre.
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1.1.43. Definicao

Seja p : E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial de ordem
r € Nem E. Dado um par de subespagos compactos de B, (C,C’) (portanto
C’ C C), diz-se que Sol"(R|—) é flexivel (resp. micro-flexivel) sobre (C,C")
(ou que as solugdes de R sao flexiveis (resp. micro-flexiveis) sobre (C,C"))
se o morfismo de restri¢ao (de solugdes) Sol"(R|opC) — Sol"(R|opC') é
uma fibragao de Serre (resp. uma micro-fibragao). Diz-se que Sol"(R|—) é
flexivel (resp. micro-flexivel) (ou que as solugées de R sao flexiveis (resp.
micro-flexiveis)) se Sol"(R|—) for flexivel (resp. micro-flexivel) para todos
os pares de subespacos compactos de B.

As duas proposicoes seguintes estao relacionadas com a definicdo anterior:

1.1.44. Proposicao

Seja p : E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial de ordem
r € Nem E. Seja (C,C") um par de subespagos compactos de B. Entao o
morfismo induzido por restricao de secgoes r : TO(R|0pC) — I'°(R|0opC") é
uma fibracao de Serre.

Demonstragdo. Seja P um poliedro finito e sejam f : P — I'Y(R|opC), F :
P x[0,1] — T%(R|0pC") morfismos tais que F|px{oy = rof (identifica-se P
com P x{0}). Pela proposigao 1.1.12 conclui-se que F' tem um levantamento
F': Px[0,1] — I'°(R|V) para alguma vizinhanca V de C’. Analogamente, f
admite um levantamento f’: P — T'°(R|U) para alguma vizinhanca U de C
em B. Como r{,0F'|py sy = f = rj;of' (onde 7y, : TO(R|W) — I°(R|0p ")
é o morfismo induzido por restricao de secgdes para cada vizinhanca W
de A) tem-se que (ver a proposicao 1.1.12 e a observagao 1.1.21) r{,y, o
F'Ipyoy = r{sy» © f' para alguma vizinhanca V' de C’ contida em V N U
(M IYR|W) — TO(R|W') é o morfismo de restricio de secgdes para
quaisquer abertos W, W' de B com W' C W). Faga-se entao F” = r{’/y, o
F' e seja p : U — [0,1] uma aplicacao continua com suporte compacto
contido em V e tal que p = 1 numa vizinhanga de C’. Entao definimos
uma homotopia F” : P x [0,1] — I'%(R|U) (que estd bem definida porque
F'pxioy = r&v, o f') da seguinte forma: para quaisquer (x,t) € P x [0, 1],
(F'(,4))(b) = (F"(x, p(b)t))(b) para b € V e (F'(x,1))(b) = (f'(x))(b) para
beU\V. F’ induz (compondo com a aplicacao de restricao de secgoes)
uma homotopia F : P x [0,1] — I'°(R|0pC) tal que o diagrama

P—L S TRI0pC)

F
(idp,O)l/ / \Lr

P x [0,1] > (R|opC")

comuta. [
1.1.45. Observagao
Por analogia a definicao 1.1.43, a propriedade estabelecida na proposicao

acima costuma abreviar-se afirmando que T°(R|—) é flexivel (ou que as
secgoes de R sao flexiveis).



1.1.46. Proposigao
Dada qualquer relagao diferencial aberta R num fibrado suave p : E — B,
as solugoes de R sao micro-flexiveis.

Demonstragdo. A demonstragao desta proposicao segue exactamente os mes-
mos passos que a demonstracao da proposi¢ao anterior tomando um par ar-
bitrario de subespagos compactos (C,C") de B (substituindo os espagos de
seccoes de R que aparecem naquela demonstragao pelos respectivos espacos
de solugoes de R): a unica diferencga consiste em que a aplicacao p usada tem
que ser de classe C'°° no caso presente. No final, a homotopia construida F’
tem imagem em Sol" (R|U) apenas sobre P x [0, €| para algum ¢ €]0, 1] (visto
que F |pxo tem imagem naquele espago e a relagao é aberta). Assim, induz
uma homotopia F : P x [0,e] — Sol’(R|0pC), que nos d4 o levantamento
procurado na definicao de micro-fibracao. |

1.1.47. Exemplo
Visto que a relacao de imersao é aberta, concluimos que as suas solucoes sao
micro-flexiveis.

Usando as propriedades “homotdpicas” abstractas de cZop, a demonstracao
do principio-h que a seguir se faz é, de certo modo, formal. E esta a van-
tagem da formalizagdo exposta usando espagos quasi-topoldgicos (ou, mais
precisamente, c¢Zop).

A parte mais formal do argumento para demonstrar o principio-h encon-
tra-se na proposicao seguinte.

1.1.48. Proposicao

Seja p : E — B um fibrado suave e seja R uma relacao diferencial em
E Diff(B)-invariante de ordem r € N cujas solu¢ées sao micro-flexiveis.
Suponha-se ainda que R satisfaz o principio-h paramétrico local em {b}
para algum b € B e que as solucées de R sdo flexiveis sobre (D*,0DF) para
qualquer disco D* mergulhado (suavemente) em B com k € {0, ...,dim B}.
Entao R satisfaz o principio-h paramétrico (sobre B). Além disso, se B
é uma variedade aberta, a condicao de flexibilidade s6 é necessaria para
k€ {0,...,dim B — 1}.

Necessitamos de um lema auxiliar.

1.1.49. Lema

Sejap: E — B um fibrado suave e seja R uma relacao diferencial de ordem
r € N. Sejam F, G compactos de B tais que Sol"(R|—) é flexivel sobre
(F,FNG). Entao Sol"(R|—) é flexivel sobre (F'UG,G) e se o principio-h
paramétrico local para R é valido sobre F', G e FNG entao o mesmo também
é valido sobre FFUG.

Demonstracao. A conclusao acerca da flexibilidade de Sol"(R|—) sobre (F'U
G, G) segue imediatamente de o diagrama (as setas sao todas induzidas por
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restrigao de secgoes)

Sol"(R|0p (F U G)) ——> Sol"(R|0p F)

(6) l l

Sol"(R|0p G) ——= Sol" (R|0p (F N G))

ser um diagrama de pullback (de espagos quasi-topoldgicos) e a aplicacao ry
ser uma fibragao de Serre. Temos entao um morfismo de fibragoes de Serre:

Sol" (R|op (F U G)) 2> I°(R|0p (F U G))

. N

Sol"(R|op @) ——= T(R|0p G)

(os morfismos verticais sao fibragdes de Serre pelo acima e pela proposigao
1.1.44). A aplicagao horizontal inferior é uma equivaléncia fraca visto que o
principio-h paramétrico é satisfeito sobre Op G. Como os morfismos induzi-
dos nas fibras (sobre quaisquer pontos) pelo morfismo horizontal superior sao
equivaléncias fracas — esta afirmacao é demonstrada a seguir — temos que o
morfismo horizontal superior é uma equivaléncia fraca (pelo teorema 1.1.29)
o que demonstra a validade do principio-h paramétrico sobre Op (F' U G).

Para mostrar que os morfismos induzidos nas fibras sobre quaisquer pon-
tos sdo equivaléncias de homotopia fracas, observe-se que temos um dia-
grama comutativo

Sol"(R|op (F U Q) ! I(R|op (FUG))
" Sol" (R|0p F) 7 l (R |0p F)
Sol" (R|0p G) " (R|0p Q) "
Sol"(R|0p (F N G)) 7 T(R|0p (FNG))

em que a face de tras é o diagrama anterior e a face esquerda é o diagrama
(6). Fixando um ponto de base (arbitrario) em Sol"(R|0p (F U G)) temos
entao que:

1. visto que o diagrama (6) (face esquerda do diagrama cibico acima) é um
diagrama de pullback temos que a fibra da aplicagao r1 é isomorfa (pela
aplicagao induzida nas fibras) a fibra de ry.

2. visto que o diagrama (face direita do diagrama cibico acima)

I(R|op (FUG)) ——= TYR|0p F)

!/

/

I°(R|opG) ——= I'°(R|op (F N G))
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é um diagrama de pullback (em que todas as aplicagdes sao fibragoes de
Serre), temos que a aplicacdo induzida entre as fibras de 7} e r§ é um
isomorfismo.

3. a aplicagao induzida entre as fibras de r1 e r] corresponde, pelos isomor-
fismos estabelecidos nos dois pontos anteriores, a aplicagao induzida nas
fibras de ro e ) pelo seguinte morfismo de fibragoes de Serre (face da
frente do diagrama cibico acima):

Sol"(R|op F) —2— = T°(R|0p F)

Sol" (R|0p (F N Q) L> TO(R|0p (F N G))

Como as aplicagoes horizontais neste diagrama sao equivaléncias fracas
(pelo teorema 1.1.29 e pela validade dos principios-h paramétricos res-
pectivos) temos que a aplicacdo induzida nas fibras é uma equivaléncia
de homotopia fraca. Assim, a aplicagdo induzida nas fibras de r1 e 7}
(sobre quaisquer pontos) é uma equivaléncia fraca como se pretendia
concluir.

1.1.50. Observagao

Como devera ter ficado claro, a demonstragao anterior é um argumento
“puramente formal” em cTop para o qual apenas as hipdteses sobre a validade
do principio-h paramétrico (que corresponde a uma equivaléncia fraca entre
dois elementos de cTop), a flexibilidade (que corresponde a um determinado
morfismo ser uma fibragao de Serre) e a propriedade de pullback enunciada
na proposicao 1.1.13 sao relevantes.

Demonstragao da proposicao 1.1.48. Fazemos apenas um esboco da demons-
tracdo. Antes de mais, observe-se que se pode assumir que a variedade B
tem bordo vazio pois usando uma vizinhanga de colar de 9B e aplicando a
proposigao 1.1.37 (duas vezes) conclui-se que o principio-h paramétrico para
R sobre B é equivalente ao principio-h paramétrico sobre B \ 0B. Assumi-
mos entao que 0B = 0.

Observe-se agora que a Diff(B)-invariancia de R permite concluir que
se o principio-h paramétrico local sobre {b} é vélido para algum b € B
entdo é valido sobre qualquer b € B (quaisquer dois pontos de B tém vizi-
nhangas difeomorfas). Como R ¢é Diff(B)-invariante tem-se que a validade
do principio-h paramétrico local sobre conjuntos singulares de B implica
a validade do mesmo sobre D para qualquer disco D* mergulhado em B
(para k € {0,...,dim B}) — basta ver que existe um mergulho ¢ : V' — B
de uma vizinhanca (convexa) V de D*¥ C R¥ que estende o mergulho de D*
em B e aplicar a proposicao 1.1.37 duas vezes a uma vizinhanca tubular de
»(V). Por indugao (em k), também se conclui que o principio-h paramétrico
local é valido sobre S* para qualquer esfera S* mergulhada em B (com
k € {0,...,dim B — 1}): basta ver que tomando dois discos suaves de S*
(na verdade, os discos sdo hemisférios de S*), Dﬁ e D¥ . cuja interseccao
coincide com os seus bordos anf_ = 0D* e cuja unido é S*, se tem que o
principio-h paramétrico local é vélido sobre D, D* (como visto acima) e
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sobre Dﬁ NnDF = 8Df“|r (visto que 8Dﬁ é uma esfera de dimensao k — 1
se k > 0 — caso em que a afirmacao segue por hipdtese de indugao — ou
vazio se k = 0 — a afirmagao é ébvia). Assim, pelo lema anterior (visto
que as solugoes de R sao flexiveis sobre (Dﬁ, 8Dﬁ)) tem-se que o principio-
-h paramétrico local é valido sobre S* (o que termina a demonstracio por
inducao).

Em sintese, sabemos entao que R satisfaz o principio-h paramétrico local
sobre DF e sobre 9D para k € {0,...,dim B} (ou k € {0,...,dim B—1} se
B for aberta) para qualquer disco D¥ mergulhado suavemente em B. O resto
da demonstracao consiste agora em aplicar o lema anterior aos sucessivos
estagios da “construcao” de uma variedade por colagem sucessiva de células
obtida a partir de uma funcao de Morse na variedade. Supomos entao dada
uma funcdo de Morse, f, em B que verifica as seguintes propriedades (ver,
por exemplo, Kosinski [11], capitulo VII — em particular os teoremas VII.1.1
e VIL6.17):

(i) A funcado f é positiva e toma valores distintos em pontos criticos dis-
tintos de f.

(ii) O conjunto dos valores criticos de f é {¢; : i € I} com [ =N\ {0} ou
I ={1,...,n} para algum n € N onde ¢; < ¢;41 para qualquer i €
tal que i +1 € I. Além disso, se I = N\ {0} entao lim ¢; = oc.

71— 00

(iii) Se B é aberta entdo f nao tem madaximos locais (isto é, nao possui
pontos criticos de indice igual a dim B) e f : B — [0, 00| é prépria (ou
equivalentemente V/ . f (] — 00, c]) é compacto).

Seja ¢g = 0. Para cada i € I U {0}, sejam ¢}, ¢ € |¢;, cip1| com ¢ < ¢ se

i+ 1€l esejam ¢, ¢} €]e;,+oo[ com ¢ < ¢ caso contrario.

Mostra-se agora por indugao em ¢ € IU{0} que o principio-h paramétrico
local para R é valido sobre f~!(] — oo, cl]). Esta afirmagdo é bvia para
i = 0 (neste caso f~!(] — o0,cl]) = 0). Suponha-se entdo que i € I e
que (hipétese de indugdo) R satisfaz o principio-h sobre f~1(] — oo, c}_4]).
Como f é uma fungado de Morse com um tnico ponto critico entre ¢,_; e
! (e pela compacidade de f~1(] — oo,c/])), sabemos que f~1(] — oo, c/])
é uma vizinhanca regular de f~!(] — oo, c,_,]) U D¥ para algum disco D*

mergulhado em B com
DN (] = o0, ¢j_4]) = ODF

e k = ind¢(c¢;) (ver demonstracao do teorema 6.3.1 de Hirsch [9]). Assim
o principio-h paramétrico sobre f~1(] — 0o, c/[) é equivalente ao principio-h
paramétrico sobre f~1(] — oo, c;_,])UD* (proposicio 1.1.37). No entanto, as
solugoes de R sdo flexiveis sobre (D*, dD¥) = (D, D¥ N f=1(] — oo, _4]))
(note-se que se B for aberta, k < dim B) e R satisfaz o principio-h paramé-
trico local sobre D¥, 9D* (como concluido acima) e sobre f~1(] — o0, ¢}_;])
(hip6tese de indugao). Desta forma, o lema 1.1.49 garante que as solugoes de
R sdo flexiveis sobre (f~1(] — 0o, c;_;])UD*, f~1(] —o0,c,_4])) e que R sa-
tisfaz o principio-h paramétrico local sobre f~1(] — oo, c;_;])UD*. Assim se

7Os teoremas referidos dao informagao suficiente sobre cobordismos para permitir a
construcao de uma funcgdo como a pretendida depois de se representar a variedade B como
a colagem de uma sucessao de cobordismos (compactos) o que é sempre possivel.
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conclui que R satisfaz o principio-h paramétrico local sobre f~1(] — oo, c/])

3

e portanto (segue da proposicio 1.1.37 visto que f~!(] — oo,c![) é uma

vizinhanga regular de f~!(] — oo,c}])) também sobre f~1(] — oo,cl]) (o
que termina a demonstracao por indugado). Por outro lado, como exis-
tem vizinhangas arbitrariamente pequenas de f~!(] — oo,c}]) (nomeada-

mente f~1(] — oo, c; + ¢[) para e €]0,¢/ — ¢}]) que sdo vizinhangas regu-
lares fortes (a definicdo de vizinhanga regular forte é dada no enunciado
do lema seguinte) de f~1(] — oo, c;_;]) U D* (ver demonstracio do teorema
6.3.1 de Hirsch [9]), o lema seguinte mostra que as solucoes de R sao flexiveis
sobre (f~1(] — 0o, c]), f~1(] — 00, c;_4]) UD¥). Como as solugdes de R tam-
bém sio flexiveis sobre (f~1(] — oo,c,_4]) U D¥, f~1(] — 00, ci_4])) (e como
a composta de fibragdes de Serre é uma fibracdo de Serre) tem-se entao
que as solugdes de R sao flexiveis sobre (f~1(] — o0, cl]), f71(] — o0, ¢i_1])).
Mostrou-se entao, ndo apenas que R satisfaz o principio-h paramétrico local
sobre f71(] — 0o,c}]) para i € I U {0}, mas também que as solugdes de R
sao flexiveis sobre (f~1(] — oo, cl]), f~1(] — oo, c;_4])) parai € I.

Suponhamos agora que I = N\ {0}. As conclusoes anteriores implicam
que no seguinte diagrama comutativo:

Sol” (R|0p £71(] = 00, ¢j4])) 2> TO(R|0p f71(] — 00, ¢y.])

l l

Sol” (R|op /(] — 00, ¢l])) —— T(R|op /(] — o0, l]))

(7) | J

Sol”(R|0p f~1(] — 00, ¢}])) == TO(R|0p f (] = o0, ¢]))

l

Sol" (R|0p f (] — 00, ¢j])) === TO(R|0op £ (] - 00, cf])

os morfismos horizontais sdo equivaléncias fracas e os morfismos verticais
sao fibragoes de Serre (pelo acima para os morfismos a esquerda e pela
proposigao 1.1.44 para os da direita). Sendo assim tem-se que a aplicacao
induzida no limite (pelas aplicagoes j")
lim Sol”(R|0p f~1(] = 00,¢]])) — lim T*(R|0p f~(] — o0, ¢]))
€N 1€N
é uma equivaléncia fraca (para concluir isto, é necessario usar o andlogo para
cTop da sucessao exacta de Milnor para os grupos de homotopia de limites de

fibragoes (ver Hatcher [8], seccao 4.3) juntamente com o lema dos 5). Mas
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como para ¢ € N se tem um diagrama comutativo

Sol" (R|0p £1(] — 00, ¢i4.]) 2> TO(R|op f71(] — 00,¢l.)))
Sol” (RIf (] = 00, ¢y, )) —— TO(R|f~1(] = 00,y ])

Sol” (R|0p (] — 00, ¢l])) —— T(R|0p /(] — o0, ¢l]))

)

T

Sol"(R| /(] = o0, ¢f[)) ——=T(RIf (] = 00, ]))

()

conclui-se que temos um diagrama comutativo

lim Sol” (R|0p £ (] — o0, ¢}])) — lim (T°(R|0p £ ~1(] — o0, ¢}])

zzi %
lim Sol"(R|f (] — oo, d[)) — lim TOR|fH(] = o0, di[))

2 zzT

Sol" (R|B) ! I'(R|B)

(onde os isomorfismos entre as duas linhas de baixo se devem a que f~1(] —
00, ¢;[) é um aberto de B para cada i € N e porque ;o (] — 00, ¢}[) = B).
Assim (como o morfismo horizontal no topo do diagrama é uma equivaléncia
fraca) tem-se que a aplicacio j” : Sol”(R|B) — I'°(R|B) é uma equivaléncia
fraca, ou seja, R satisfaz o principio-h paramétrico.

Se I # N\{0}, reduzimos ao argumento acima para I = N\ {0} observando
que também temos um diagrama como o de (7) (com as mesmas propriedades
que aquele): sendo m := max [, define-se ¢; = ¢, +i —m para i € N
com 7 > m. Observe-se que como o principio-h paramétrico local é valido
sobre f~1(]— o0, ¢/,,]) pode provar-se por inducio que também é valido sobre
f7Y(]—o0,¢] parai € N com i > m, usando a proposi¢ao 1.1.37 juntamente
com a observagao de que f~1(] — oo, ¢} 41 +1/2[) é uma vizinhanga regular de
f (=00, d4]) ede f71(]—00,¢]]) (ver teorema 6.2.2 de Hirsch). Por outro
lado, existem vizinhangas arbitrariamente pequenas de f~1(] — oo, ¢}, ])
(nomeadamente f~1(] — oo, ¢} 4 + €[) para £ €]0,1]) que sdo vizinhangas
regulares fortes de f~1(] — oo, c}]) (ver teorema 6.2.2 de Hirsch) o que nos
permite aplicar o lema seguinte para concluir que as solucoes de R sao
flexiveis sobre (f~1(] — oo, ¢ 4]), f7*(] — 00, ¢}])). Assim, temos que, para
i € N, R satisfaz o principio-h paramétrico local sobre f~1(] — oo,cl]) e
as solugdes de R sdo flexiveis sobre (f(] — oo, cf,q]), f71(] — o0,c])) o
que é o suficiente para se ter um diagrama como (7) e repetir o argumento
apresentado a seguir aquele diagrama para concluir (no caso em que I #
N\ {0}) que R satisfaz o principio-h paramétrico. [ |
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1.1.51. Lema

Seja p: E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial em E. Dado
um par (C,C") de subespagos compactos de B tal que existem vizinhan-
¢as arbitrariamente pequenas de C' que sao vizinhancas regulares fortes de
C'(dizemos que uma vizinhanga U de C' é uma vizinhanga regular forte de
('’ se para qualquer vizinhanga V de C' existe uma isotopia ¢ : U x[0,1] — U
de U tal que ¢1(U) C V e ¢¢|y = idys para t € [0, 1] e alguma vizinhanga
V' de C'®), entéo as solugdes de R sao flexiveis sobre (C, C") se forem micro-
-flexiveis sobre o mesmo par.

Demonstragdo. A demonstracao nao é feita em todo o pormenor; os por-
menores da demonstracao deste lema sao deixados ao cuidado do leitor.

Se se quiser resolver um problema de levantamento de homotopias (P é
um poliedro finito)

P15 8ol (RlopC)

.7
(ldeo) -7 i \L

P x [0,1] > Sol (R|op C")

temos que a hipdétese de micro-flexibilidade nos da um levantamento parcial
F’': P x [0,e] — Sol"(R|opC) (¢ €]0,1]) da homotopia. Sejam F’ : P x
[0,e] — Sol"(R|V) um levantamento de F’ para uma vizinhanga V de C' e

F: P x][0,1] — Sol"(R|V') um levantamento de F (com V' uma vizinhanca
de C’ contida em V') tais que F| Px[0,e] coincide com a composta do morfismo

de restricio Sol"(R|V) — Sol”"(R|V’) com F’ (tais levantamentos existem
como se pode concluir usando a proposi¢ao 1.1.12) e a observagao 1.1.21 —
este argumento ja se fez vérias vezes anteriormente). Seja agora W uma
vizinhanga de C' contida em V que seja uma vizinhanga regular forte de C’ e
seja ¢ : Wx[0,1] — W uma isotopia como na defini¢ao de vizinhanga regular
forte tal que ¢ (W) C V'. Definimos uma homotopia F” : P x [0,1] —
Sol"(R|W) por (ver a demonstracao da proposigao 1.1.37 para a definigao
do pullback):

FY = (dyye)* ()
parat € [0,¢] e
FY = (¢1)*(F)
para t € [e,1]. Entdo a composta de F” com a aplicacio de restricio

Sol"(R|W) — Sol"(R|0pC) dé uma solucao para o problema de levanta-
mento de homotopias inicialmente colocado. |

1.1.52. Observagao

E devido a importancia da propriedade de flexibilidade na demonstracao
da proposicao 1.1.48 e ao caracter fundamental do conceito de fibracao de
Serre na nocgao de flexibilidade que se designa por “método de levantamento
de homotopias” (ou “covering homotopy method” em inglés) a abordagem
que apresentamos neste capitulo para estabelecer o principio-h (o termo

8Em particular, vizinhangas regulares fortes também sao vizinhangas regulares.
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“levantamento de homotopias” deriva da propriedade de levantamento de
homotopias para fibragées de Serre).

1.1.53. Observacao

Note-se a semelhanca formal entre a demonstracao acima e as demonstragoes
em Geiges [2| e Haefliger [7]. No entanto, as propriedades abstractas de
flexibilidade aqui saem de forma simples: a demonstragao depois sai por uma
manipulagao formal dos espagos quasi-topolégicos (que estao na verdade em
cTop) envolvidos.

Note-se que as hipdteses do teorema acima sobre a micro-flexibilidade e
a validade do principio-h paramétrico local sobre um ponto sao verificadas
por exemplo para relagoes diferenciais abertas (proposi¢ao 1.1.38) pelo que
para relagoes diferenciais abertas Diff-invariantes basta verificar a condigao
de flexibilidade exigida no teorema anterior. Este problema é resolvido na
secgao seguinte (ver teorema 1.2.19 e exemplo 1.2.16 — o resultado seguinte
é uma consequéncia imediata) e o resultado relevante é:

1.1.54. Teorema

Sejam p : E — B x R um fibrado suave e R uma relacao diferencial
Diff(B x R)-invariante em E. Se as solugées de R sao micro-flexiveis en-
tao as solugoes de R sao flexiveis sobre (C,C") x {0} para qualquer par de
subespacos compactos, (C,C") de B.

1.1.55. Observagao

Na verdade, o teorema aqui invocado (teorema 1.2.19) nao necessita (nas
condigées acima) que R seja Diff(B x R)-invariante (mas apenas de uma
condi¢ao mais fraca), mas esta hipdtese é suficiente para os nossos objectivos
presentes.

Consideremos agora o caso de uma relagao diferencial, R, Diff(B)-inva-
riante (de ordem r € N) num fibrado suave p : E — B sobre uma variedade
sem bordo, B, de dimensao n € N. Suponhamos que as solugoes de R
sao micro-flexiveis. O teorema acima permite-nos mostrar que para qual-
quer disco mergulhado (suavemente) D¥ em B (com k € {0,...,n — 1}), as
solugoes de R sdo flexiveis sobre (D¥, dD¥). Na verdade, podemos estender
o mergulho D* — B a um mergulho ¢ : R¥ x R"** — B onde consideramos
a inclusdo D¥ < R¥ x {0} (primeiro, estendemos o mergulho D¥ — B a um
mergulho ¢ : V' — B para uma vizinhanca V de D¥ em R¥. Podemos sem
perda de generalidade supor que V = R*. Dada uma vizinhanca tubular de
#(RF) em B e observando que o fibrado normal a ¢(R¥) em B é trivial pois
R* é contréctil, conclui-se que a vizinhanca tubular nos d4 um mergulho
¢ : RF x R*™* — B). Entdo temos um fibrado induzido ¢*p : o*E — R™ e
um diagrama comutativo:
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(SD*E)(T) ? E(T)|QO(R") > E(T)

(<P*)6l l 5

P

R™ —f> o(R") ——= B

Seja p*R a relacao diferencial em p*E — R"™ que é a imagem inversa de R
pela composta das duas aplicagoes na linha de cima do diagrama (que é a
aplicacao natural (¢* E)(") — E()). Tendo em conta os difeomorfismos indi-
cados no diagrama acima e que ¢ é um difeomorfismo sobre um aberto de B,
conclui-se que a flexibilidade das solugoes de * R sobre um par de subespa-
gos compactos (C,C") de R™ é equivalente a flexibilidade das solugoes de R
sobre (p(C), p(C")). Como as solugdes de R sao micro-flexiveis, as solugoes
de p*R também sao micro-flexiveis (note-se que temos isomorfismos natu-
rais Sol"(p*R|C) ~ Sol"(R|p(C)) e T(¢*R|C) ~ I''(R|¢(C)) para qual-
quer compacto C' de R™ induzidos pelos isomorfismos no diagrama acima).
Por outro lado, como ¢*R é Diff (R™)-invariante (pois R é Diff(B)-invarian-
te), temos pelo teorema 1.1.54 que as solugoes de p*R sao flexiveis sobre
qualquer par de subespacos compactos de R~ x {0}, em particular sobre
(D*,0D*) x {0}. Logo as solugdes de R sao flexiveis sobre a imagem de
(D*,0DF) em B, como se queria concluir. Temos entdo o seguinte teorema:

1.1.56. Teorema (Principio-h para variedades abertas)

Sejap: E — B uma variedade aberta e R uma relagao diferencial (de ordem
r € N) Diff(B)-invariante em E cujas solugoes sao micro-flexiveis. Entao
R verifica o principio-h paramétrico (sobre B) se verificar o principio-h
paramétrico local nalgum subconjunto singular de B.

Demonstragao. A condicao de flexibilidade exigida na proposic¢ao 1.1.48 (ob-
serve-se que se supoe B aberta) é uma conclusao da discussao acima apos

observar que se pode supor que 9B = () (como se mostrou no inicio da
demonstragao do proposicao 1.1.48). Assim, a proposigao 1.1.48 aplica-se e
dé a conclusao pretendida. |

Um corolério imediato deste teorema é dado a seguir.

1.1.57. Teorema

Sejam p : E — B um fibrado suave sobre uma variedade aberta e R uma
relagao diferencial aberta e Diff(B)-invariante em E. Entao a relagdo R
satisfaz o principio-h paramétrico.

Demonstragao. Como provado anteriormente (proposigoes 1.1.38 e 1.1.46),

as condicoes do teorema anterior sobre a validade do principio-h paramétrico

local num ponto e sobre a micro-flexibilidade das solugoes sao automaticas

para relacoes abertas. |
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1.1.58. Corolario

Dadas uma variedade aberta M e uma variedade N, as imersoes de M
para N verificam o principio-h paramétrico (isto é, a relagao diferencial de
imersao no fibrado trivial M x N — M verifica o principio-h paramétrico).

O corolario acima mostra entao parte do teorema de Smale-Hirsch. Na
verdade, tendo em conta o diagrama comutativo (2) temos o seguinte resul-
tado mais forte:

1.1.59. Teorema
Se M, N sao variedades com M aberta, entao a aplica¢ao d : Imm(M, N) —
Mon(TM,TN) é uma equivaléncia de homotopia fraca.

Observe-se que se M, N sao variedades, entao define-se em M x N —
M a relagao diferencial de submersao, S, de forma aniloga a relagao de
imersao. Esta relacao é também aberta e Diff (M )-invariante pelo que se M
for aberta verifica o principio-h paramétrico. Restringindo adequadamente
as aplicagoes no diagrama (1) obtém-se o diagrama comutativo seguinte:

-1

Sol'(S) —L—=>T19(S)

zzTi zzTH
Sub(M, N) -% Epi(TM, TN)

(onde Sub(M, N) designa o espaco de submersoes M — N de classe C' com
a topologia fraca-C' e Epi(TM,TN) designa o subespaco de Mor(T'M,TN)
dos morfismos de fibrados vectoriais TM — T'N sobrejectivos fibra a fibra)
em que as aplicagoes verticais sao homeomorfismos. Da validade do princi-
pio-h paramétrico no caso de M ser aberta retira-se o seguinte teorema:

1.1.60. Teorema (Phillips)
A aplicagao d : Sub(M,N) — Epi(T'M,TN) é uma equivaléncia de homo-
topia fraca para quaisquer variedades M, N com M aberta.

Em particular, tem-se o seguinte resultado curioso. Seja B uma variedade
aberta de dimensao diferente de zero. Como B admite um campo vectorial
que nao se anula (a verificagdo desta afirmacdo é deixada ao cuidado do
leitor), segue do teorema anterior que B admite uma submersdo (que por
regularizagdo podemos supor suave) para R, isto é, uma aplicagao para R
sem pontos criticos.

1.2. Flexibilidade de feixes.

O objectivo desta seccao é colocar o principio-h num contexto mais abstracto
seguindo a secgao 2.2 de Gromov [3]. Esta abstraccao é razoavelmente natu-
ral visto que envolve substituir os espagos de sec¢oes por feixes (topoldgicos).
Define-se a seguir um conceito analogo ao de feixe mas ligeiramente mais
geral que aquele. Este conceito tem no entanto a vantagem de ser fechado
para pullbacks por mergulhos (em condigoes adequadas).

1.2.1. Definicao

Seja C' uma categoria. Um pré-feixe sobre um espagco X com valores em

C' é um functor F contravariante do conjunto parcialmente ordenado (por
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inclusao) dos abertos de X para a categoria C' (note-se a relacao entre esta
nocao e a nogao de pré-feixe dada na definicao 1.1.6). F diz-se um feixe
sobre X com valores em C' se além disso, F/()) é um objecto terminal em C
e para quaisquer abertos U, V de X, o diagrama

F(UUV) —= F(U)

I

F(V)——= FUnNY)
é um diagrama de pullback em C.

Dado um pré-feixe F' sobre um espaco X com valores em C, as aplicacoes
F({U) — F(V) para V. .C U abertos de X denominam-se de aplicagoes de
restricao de F'.

Dados pré-feixes com valores em C, F e (G, sobre um espaco X, um
morfismo de feixes de F' para GG é uma transformacao natural F — G.

1.2.2. Definigao
Um feixe topoldgico, F', sobre um espaco topoldgico X é um feixe sobre X
com valores em Top. Dado, A C X, definimos:

F(A):= colim Y(F(U))

viz de

(sendo o colimite tomado, por convengao, na categoria .Set‘f"POP). Um feixe
quasi-topolégico, F, sobre X é um feixe sobre X com valores em Set™"”.
Analogamente ao caso anterior, define-se o “valor” de F' num subconjunto A
de X por:

P = el F(O)

Diz-se que o feixe quasi-topoldgico F tem valores em c¢Top se F(U) € c¢Top
para qualquer aberto U de X (em particular, neste caso tem-se que para
todo o subconjunto A de X, F(A) € ¢Top pela proposi¢ao 1.1.22).

1.2.3. Observagao

Por definicao, um feixe F' sobre um espago X com valores numa categoria C
é tal que F(0)) é um objecto terminal na categoria. Em particular, para feixes
F topoldgicos/quasi-topoldgicos, F () é um espago topoldgico singular.

1.2.4. Observagao
Observe-se que um feixe topoldgico é naturalmente um feixe quasi-topolégico
(pois o mergulho de Yoneda preserva limites). Sendo assim, daqui em diante
consideram-se o conceito de feixe topoldgico como um caso particular do de
feixe quasi-topoldgico e portanto as defini¢ées seguintes para feixes quasi-
-topolégicos também se aplicam a feixes topolégicos.

Observe-se ainda que um feixe quasi-topolégico com valores em cTop é o
mesmo que um feixe com valores em cTop (pois a inclusdo cTop — Set™”
preserva limites e ¢Top é completa).

Podemos definir, analogamente ao feito acima, um pré-feixe quasi-topo-
l6gico sobre um espago X como sendo um pré-feixe sobre X com valores
opP . . s . , , .
Set™”" (note-se que um feixe quasi-topoldgico é naturalmente um pré-feixe
quasi-topolégico) e podemos definir analogamente o “valor” do pré-feixe num
qualquer subconjunto de X (estendendo a nogao de “valor” para feixes quasi-
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-topoldgicos). Dado um (pré-)feixe quasi-topolégico F' sobre um espago X
e uma aplicacao continua f : Z — X define-se o pullback de F' por f:

(f*F)U) = F(f(U))

para U aberto de Z. Isto define um pré-feixe quasi-topolégico sobre Z (com
as aplicagoes de restri¢ao 6bvias induzidas pelas de F'). Temos entao um
isomorfismo canénico (f*F)(A) = F(f(A)) para qualquer subconjunto A
de Z (ver secgao IX.8 de Mac Lane [13]). Sob certas condigoes, o pullback
de um feixe quasi-topoldgico é um feixe.

1.2.5. Proposicao

Sejam X, Z espagos topoldgicos com Z completamente normal (ou seja,
qualquer subespago de Z é normal). Se f : X — Z é um mergulho e F é um
feixe quasi-topoldgico sobre Z entao f*F é um feixe quasi-topoldgico sobre
X.

Demonstragdo. Segue imediatamente da proposigao 1.2.20 a frente. |

1.2.6. Exemplo

Os exemplos do conceito de feixe topoldgico que nos interessam principal-
mente (tendo em vista a possibilidade de aplicacdo da teoria desenvolvida
no seguimento a estabelecer condigoes para a validade do principio-h) sao
os feixes de secgoes/solugoes de uma relagao diferencial de ordem r € N,
R, num fibrado suave p : E — B: a atribuicio U — T'%(R|U) para U
aberto de B, juntamente com as aplicagoes de restricao entre estes espagos,
define um feixe topolégico I'r — o feixe das secgoes de R — sobre B.
Analogamente (considerando as solugbes de R sobre abertos) se define o
feixe topoldgico Solg das solugoes de R (omite-se a referéncia a ordem da
relacdo diferencial). O feixe das secgoes de R é, por definicao, tal que para
um subconjunto A de B, T'r(A) = I'(R|0p A). Uma afirmacio andloga vale
para Solg. A aplicacio j" : Sol”(R|U) — I'Y(R|U) define um morfismo de
feixes 5" : Solg — I'.

Em vista do exemplo anterior, a relacao da definicao seguinte com o
principio-h paramétrico (e o principio-h paramétrico local sobre conjuntos
singulares) deve ser 6bvia.

1.2.7. Definicao

Um morfismo a : F' — G entre feixes quasi-topoldgicos com valores em cTop
sobre um espago B diz-se uma equivaléncia fraca se a aplicacao induzida
ay @ F(U) — G(U) for uma equivaléncia fraca para cada U aberto de B.
O morfismo « diz-se uma equivaléncia fraca local se a aplicacao induzida
agp « F({b}) — G({b}) for uma equivaléncia fraca para cada b € B.

1.2.8. Observagao

Se p: F — B é um fibrado suave e R é uma relacao diferencial em E de

ordem r € N, R satisfaz o principio-h paramétrico sobre qualquer aberto de

B sse o morfismo j" : Solg — I'r é uma equivaléncia fraca. Além disso,

R verifica o principio-h paramétrico local sobre conjuntos singulares sse

j" : Solg — I'r é uma equivaléncia fraca local. Em particular, a proposicao
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1.1.38 implica que se R for aberta entao j" : Solg — I'r é uma equivaléncia
fraca local.

Reintroduzem-se agora as defini¢oes de flexibilidade e micro-flexibilidade
para feixes.

1.2.9. Definicao

Seja ' um feixe quasi-topoldgico sobre um espa¢co B. Dado um par de
subespagos compactos (C,C") de B, diz-se que F é flexivel sobre (C,C")
(resp. micro-flexivel sobre (C, C")) se o morfismo de restri¢ao F(C) — F(C")
é uma fibragao de Serre (resp. uma micro-fibragao). F diz-se flexivel (resp.
micro-flexivel) se for flexivel (resp. micro-flexivel) sobre qualquer par de
subespacos compactos de B.

Note-se que no caso de um fibrado suave p : E — B com uma relacdo
diferencial, R, tem-se que I'g é flexivel (proposi¢ao 1.1.44). Além disso, tem-
-se (por definigao) que Solg é flexivel (resp. micro-flexivel) sse as solugoes
de R sao flexiveis (resp. micro-flexiveis).

A proposigao seguinte corresponde entao (informalmente) a uma reformu-
lagao (abstracta) da validade do principio-h paramétrico:

1.2.10. Proposicao

Sejam F', G feixes quasi-topoldgicos com valores em cTop flexiveis sobre
um espago compacto metrizavel de dimensao (topolégica) finita, X. Se
a: F'— G é uma equivaléncia fraca local entao ax : F(X) — G(X) é uma
equivaléncia fraca.

Demonstracao. Faz-se a demonstragao em varios passos, demonstrando su-
cessivamente a proposicao para varios espagos X. No decurso desta de-
monstracdo, designam-se por rf 5 : F(A) — F(B), r§ 5 : G(A) — G(B) as
aplicacoes de restricao dos feixes F e G , respectivamenée, para subconjuntos
A, B de X com B C A.

Comecemos por provar a proposi¢ao no caso de se ter X = [0, 1]. Supde-
-se entdo X = [0, 1]. Queremos provar que para qualquer [ € N e qualquer
ponto z de F([0,1]) se tem que (onde y = ajgqj 0 x)

(8) (a[O,l])* :m(F([0,1]), 2) — m(G([0,1]), )

é uma bijeccao. Seja entdo | € N. Mostra-se a seguir que (8) é sobre-
jectiva. Para mostrar que é injectiva usam-se argumentos semelhantes (os
pormenores sao deixados ao cuidado do leitor). Seja dado um morfismo

f : (Sl7b) - (G([Ov 1])7y)
(b é o ponto de base de S'). Para todo o t € [0,1], agyy : F({t}) — G({t}) ¢
uma equivaléncia fraca e portanto, pela observacao 1.1.26 tem-se entao que
a aplicacao natural (para simplificar a notacao, definem-se x4 := 7“[}8 1,A°T
eyq = r[%,l},A oy =ayoxy para A C[0,1])
colim m(F(V),zy) — colim m(G(V),yv)

V viz de © V viz de x

é uma bijeccao (e em particular sobrejectiva). Desta forma (pela observacao
1.1.21 e visto que os colimites acima sao dirigidos), cada ponto de [0, 1] tem
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uma vizinhanga V' tal que r[% 13, ©f representa um elemento de m(G(V),yv)
que esta na imagem de

(av)s :m(EF(V),zv) — m(G(V),yv)

Seja n € N\ {0} tal que qualquer intervalo de comprimento igual a 1/n
estd contido nalguma destas vizinhangas. Prova-se agora, por indugao em
k € {1,...,n}, que existe um morfismo (S',b) — (F([0,k/n]), [ x/n)) tal
que a sua imagem (ou melhor a imagem do seu representante) por

(o,k/n)* = T(F ([0, k/n]), 2ok /m) — (G0, k/n]), Yj0,k/m))

é o representante de r[% 11,00,k /n] © f. Um tal morfismo existe para k£ = 1

pela escolha que se fez para n. Suponha-se agora (passo de indugao) que
ke{l,...,n— 1} e que se tem um morfismo

f1i (84 b) — (F([0,k/n)), (0,k/ny)

tal que existe uma homotopia pontuada
H: (Sl7b> X [07 1] - (G<[Oak/n]>7y[0,k/n])

/ G s . .
entre ajg /) 0 [ € T[0,1],[0,k/n] © f. Constréi-se a seguir um morfismo

g (8',0) — (F((0, (k +1)/n)), 2f0,(k+1)/n))

e uma homotopia pontuada entre oo (r41)/n]° 9 € 7‘[% 11,[0,( o f. Sabe-se

k+1)/n]
(novamente por escolha de n) que existe um morfismo

F" 2 (84 0) — (F([k/n, (k+1)/n]), 2/, (k1) n)

tal que existe uma homotopia pontuada

H': (8',6) x [0,1] — (G([k/n, (k +1)/0]), yipjm, k1) /)

entre oy /n, (k1)) © /" € rﬁl]’[k/n’(kﬂ)/m o f. Considerem-se agora as ho-
motopias pontuadas

Ho =7 gy grymy © H 2 (85,0) x [0,1] — (G({k/n}), ygro/n})
Hy =7 einy gy © H' 2 (85,0) % [0,1] — (G({k/n}), Ygijn})

e tome-se a concatenacdo, HH : (S',b) x [0,2] — (GHE/n}), ygp/my), da
homotopia H;y com a homotopia inversa de Hy (ou seja, a homotopia Hy
percorrida em sentido contrario) — isto é possivel pela proposicao 1.1.20
e porque Hy e H; sao homotopias que terminam em r[CO;,l]7 (k/n} © f. Pela
HELP para cTop (visto que argy/,y é uma equivaléncia fraca e S' x [0,2] ¢ um
complexo-CW finito), existe um morfismo HH’ : S' x [0,2] — G({k/n}) tal
que no diagrama seguinte, o tridngulo superior comuta e o triangulo inferior
comuta a menos de uma homotopia J : (S' x [0,2]) x [0,1] — G({k/n})
tal que J|pyo,1] ¢ uma homotopia constante (isto é, J|px,1] = J|px[0,1] ©
(idp xp) onde p : [0,1] — [0,1] é a aplicagdo constante igual a 0) onde
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P:=(S"x{0,2}) U ({b} x [0,2]).
(8" % {0,2}) U ({b} x [0,2]) — S' x [0,2]

9) hl s HHl/
F({k/n}) —" > G({k/n})

onde h é determinada por (ver proposigao 1.1.20)

hlst(0) = Tl (1)l g1y © 5
Blsexiay = o ksm, gh/my © f'
hlibyxjo,2) = Ti/my © ({0} x [0,2] — )
Em particular, tem-se que (pela defini¢cao de h) que HH’ é na verdade uma
homotopia pontuada (S, b) x [0,2] — (F({k/n}), g /my)-

Como T[Fk/n,(k-s-l)/n],{k/n} : F([k/n,(k+1)/n]) = F({k/n}) é uma fibracao
de Serre (pois F' é flexivel), pela proposigao 1.1.30 (note-se que a inclusdo
(St x {0}) U ({b} x [0,2]) — S' x [0,2] 6 uma equivaléncia de homotopia)
existe um morfismo

HH : 5" x [0,2] — F([k/n, (k + 1)/n))
tal que o seguinte diagrama comuta:

(8" x {0}) U ({0} x [0,2]) > F([k/n, (k + 1)/n])

I

St % [0,2] i F({k/n})

onde h' é determinada por (ver proposi¢ao 1.1.20)

h/|slx{0} =f"
W16y x[0,2] = Tk/n,(k+1)/n) © ({0} X [0,2] — %)
(onde se identifica S' x {0} com S'. Este tipo de idetificacdes sera feito

implicitamente no seguimento). Em particular, HH é uma homotopia pon-
tuada. Observe-se que o morfismo

g = Iﬁlszx{g} L (81, 0) — (F([k/n, (k+1)/n]), 2k /nk+1)/m])

verifica T[Fk/n,(k+1)/n},{k/n} og = rﬁk/n]’{k/n} o f' (diagrama (9)) pelo que
existe (proposigao 1.2.20) um morfismo

g1 (8'b) — (F([0, (k+1)/n]), %o (k+1)/n])

b8l QU 710,61yl o/ (k1)) © 9 = 9 € Tlornymlfouyn) © 9 = I (este
é o morfismo g que se pretendia construir). Como T[Cli/n,(kﬂ)/n},{k/n} :
G([k/n,(k+1)/n]) = F({k/n}) é uma fibracao de Serre (pois G ¢ flexivel),
pela proposi¢ao 1.1.30 existe um morfismo

J: S % [0,2] x [0,1] — G([k/n, (k+1)/n)])
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tal que o seguinte diagrama comuta:
Q —— G({k/n, (k+1)/n])
|
St [0,2] % [0,1] — L G({k/n})

onde

= ({63 x[0,2) % [0, 1)U (" x ([0, 2] x {0}) U ([0, 1] x {1}) U ({0, 2} x [0, 1])))
(observe-se que a inclusao Q — S' x [0,2] x [0,1] é uma equivaléncia de
homotopia) e j é determinada exigindo que:

j|Sl><[0,2}><{0} = Qk/n,(k+1)/n] © }/I\Ij[
j’Slx[O 1x{1} = H'
Iy [0.21%[0,1] = Ylk/m,(k+1)/m) © ({0} x [0,2] x [0, 1] — %)

e que j(gix{0,2})x[0,1] Seja uma homotopia constante (a construgao do mor-
fismo j recorre novamente & proposi¢ao 1.1.20). O morfismo

Tlstupaeqry 1 (S40) x [1,2] — (G([k/n, (k + 1)/n]), Y /n,(e41)/m)

(a construcao de J — nomeadamente a definicao de j — implica que o
morfismo acima é uma homotopia pontuada) d& origem (compondo com
idp x¢, onde
c: [07 1] — [1) 2]
t——>2—1t
— o que corresponde a inverter a homotopia acima) a uma homotopia pon-
tuada

H": (8',b) x [0,1] — (G([k/n, (k + 1)/1)), Yjk/n(k+1)/n)
que verifica:
() H|sixqny = H'lsixqny = rﬁ,%/n,(kﬂ)/n] of
(i) H"|s1x(0} = Qpe/n,(kt1)/m) © HH| g1y g2}
= Xk/n,(k+1)/n] © T[lg,(k-l-l)/n],[k/n,(k-&-l)/n} °g
(G0) 768, 1), /) © H = Ho =7 gy gy © H

Do ponto (iii) segue que (usar proposicao 1.2.20) existe uma homotopia
pontuada

K (Sl7 b) X [07 1] - (G([()? (k + 1)/”])7y[0,(k+1)/n])
tal que

G
T0,(k+1)/n),[0,k/n] © K=H
G
T[O,(k—i-l)/n],[k/n7(k+1)/n} oK = H//

e dos dois primeiros pontos segue facilmente (usando novamente a proposi¢ao
1.2.20) que K é uma homotopia entre Q0 (k+1)/n] © g € T[%,l],[o,(k+1)/n] of.
Assim, construiu-se um morfismo

g+ (8,6) = (F([0, (k +1)/n]), 2(0,(k+1)/n))
40



e uma homotopia pontuada entre ajg (x11)/n) © g € T%,l],[o,(k+1)/n} o f, como
se pretendia, o que termina a demonstragao por inducao.

A afirmagao demonstrada acima por indugdo diz-nos entdo (tomando
k =n) que f estd na imagem de (o 1))x : m(F([0,1]),2) — m(G([0,1]),y).
Conclui-se entao que (oo 1) = m(F([0,1]),z) — m(G([0,1]),y) é sobrejec-
tiva, como se pretendia demonstrar.

Terminada a demonstragdo para o caso X = [0, 1], demonstra-se agora
por inducao em n € N\ {0} a proposi¢ao para X = [0,1]". O caso
n = 1 foi provado acima. Suponha-se agora que n € N\ {0} e que a
proposigao é valida para X = [0,1]" (hip6tese de inducao). Mostremos
que é valida para X = [0,1]"*!. Supoe-se entio X = [0,1]"l. Seja
7 ¢ [0,1]*"' — [0,1] a projec¢do no primeiro factor. Considerem-se os
feixes quasi-topolégicos (com valores em cTop) T4 F e m4G? sobre [0,1].
Como 7 é prépria (e portanto também fechada) tem-se um isomorfismo
natural entre (m4F)(A) e F(n~'(A)) — e analogamente para G — para
A C X. Sendo assim, os feixes m4 F' e 4G sao flexiveis pois F' e G o sdo
(observe-se que 7 é prépria). Por outro lado, o morfismo naturalmente in-
duzido mya : e F' — 7, G é uma equivaléncia fraca local como se mostra
a seguir. Em vista dos isomorfismos naturais mencionados acima, basta
mostrar que, para x € [0,1], a -1} : F(r~'({z})) — G(r~'({x})) ¢
uma equivaléncia fraca. Note-se ainda que isto é equivalente a mostrar que
((iz)*a)opn = ((32)* F)([0,1]") — ((ix)*G)([0, 1]") é uma equivaléncia fraca
(onde

ix : [Oa 1]77, —_— [07 1]n+1

(1,0 oymp) = (2,21, ..., 2p)
). Mas ((i2)*F), ((iz)*QG) sao feixes quasi-topoldgicos com valores em c¢7op
flexiveis (pois F' e G sao flexiveis) sobre [0,1]" e (iz)*a : ((iz)*F) —
((iz)*G) é uma equivaléncia fraca local (pois a é uma equivaléncia fraca
local). Assim, por hipdtese de indugao, conclui-se que

((iz)* )0,y ((i2)* F)([0,1]") — ((i2)*G)([0,1]")

é uma equivaléncia fraca. Desta forma se conclui (como se pretendia) que
Ty @ T F — m,G é uma equivaléncia fraca local. Como os feixes 7y F'
e mxG sobre [0,1] sao flexiveis, retira-se do primeiro caso demonstrado
(X = [0,1]) que (mxa)p,) : (mF)([0,1]) — (7%G)([0,1]) é uma equiva-
léncia fraca. Equivalentemente, o qpnt1 : F([0,1]"71) — G([0,1]"+1) ¢ uma
equivaléncia fraca. Isto mostra que a proposicao é valida para X = [0, 1]"*!
e termina a demonstracao por indugao.

J4 sabemos entdo que a proposi¢ao é valida no caso de ser X = [0, 1]"
para algum n € N\ {0}. Passemos agora ao caso geral. Seja entdao X

9Dados espagos topoldgicos X e Z, uma funcao continua f : X — Z e um feixe F’
sobre X define-se o feixe quasi-topolégico fx F' sobre Z da seguinte forma:

(f«F)(U) = F(f~1(U))
para U aberto de Z com as aplicagoes de restrigao ébvias (é imediato que fx F' é um feixe
quasi-topoldgico). E f4cil ver que se f é fechada entao existe um isomorfismo natural entre
(f*F)(A) e F(f~'(A)) para qualquer A C Z.
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um espaco compacto metrizavel de dimensao topoldgica finita. Sabe-se que
neste caso, existe um mergulho i : X — [0,1]" para algum n € N\ {0}.
Considerem-se os feixes quasi-topoldgicos (com valores em c¢Top) iy F e i3 G
sobre [0,1]". Estes feixes sao flexiveis (pois F' e G sao flexiveis e porque
a aplicagdo i é prépria — e em particular também fechada). Por outro
lado, a aplicagao iy : iy F — i, G é uma equivaléncia fraca local (pois «
é uma equivaléncia fraca local e porque a aplicagao i é prépria e injectiva).
Assim, pela validade ja demonstrada da proposi¢ao para o espago [0,1]™,
segue que (ixa)gin : (1xF)([0,1]") — (ixG)([0,1]") é uma equivaléncia
fraca e portanto ax : F(X) — G(X) também é uma equivaléncia fraca.
Demonstrou-se assim a proposicao para X como se pretendia. |

1.2.11. Definigao

Sejam X um espacgo topolégico e F' um feixe quasi-topoldgico sobre X. Diz-
-se que F' preserva limites crescentes se para qualquer sucessao (Vy)nen de
abertos de X tal que V;, C V.41 paran € N se tem que

F< U Vn> = iienl\l]F(Vn)

neN

. . . . , op
(onde o limite na direita é tomado em Set ™

restri¢ao do feixe F).

relativamente as aplicacoes de

1.2.12. Observagao
Observe-se que qualquer “feixe” no sentido usual do termo (ao invés da
defini¢ao que se considera nesta exposicao) preserva limites crescentes.

A proposigao anterior tem a seguinte generalizagdo simples ao caso de
espagos nao compactos.

1.2.13. Teorema (Teorema do homomorfismo de feixes)

Sejam F', G feixes quasi-topolégicos com valores em cTop flexiveis sobre um
espaco, X, localmente compacto Hausdorff com base contavel de dimensao
(topoldgica) finita. Se a : F — G é uma equivaléncia fraca local e F, G
preservam limites crescentes entao « : F' — G é uma equivaléncia fraca.

Demonstragdo. Seja U um aberto de X. Como X é localmente compacto
Hausdorff e tem base contédvel, existem uma sucessao de compactos (K;,)pen
de U e uma sucessao de abertos (V,,)nen de abertos de U tais que |, Vi =
U e para qualquer n € N se tem K,, C V,, C K,,4+1. Conclui-se entao que
lim F(K,) = lim F(V,) e que lim G(K,) = lim G(V,,). Por outro lado,
neN neN neN neN

como F, G preservam limites crescentes sabe-se que }Lié%] F(V,) = F{U) e
lim G(V;,) = G(U). Portanto tem-se que lim F(K,) = F(U) e lim G(K,) =
neN neN neN

G(U). Note-se agora que temos um diagrama comutativo:
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em que todos os morfismos verticais sao fibragdes de Serre (pois F' e G sao
flexiveis). Por outro lado, os morfismos horizontais sao equivaléncias fracas,
como se mostra a seguir. Seja dado n € N e seja i, : K, — X a inclusao.
Entao (ip)*F e (in)*G sao feixes quasi-topoldgicos (observe-se que X é
completamente normal pois é metrizavel) flexiveis (pois F' e G sao flexiveis)
e o morfismo (i,)* oy, @ (in)*F — (i,)*G (definido da forma natural) é uma
equivaléncia fraca local (pois a é uma equivaléncia fraca local). Sendo assim,
pela proposigao 1.2.10 (como K, é metrizavel e tem dimensao topoldgica
finita), conclui-se que ((in)*an)k, : ((in)*F)(Ky) — ((in)*G)(K,) é uma
equivaléncia fraca. Por outro lado temos um diagrama comutativo:

(i) F) () 0 (%G (K

ZZT ZZT
F(Ky) Lo G(K,)

(em que as setas verticais sdo os isomorfismos canénicos) e portanto o
morfismo ag, : F(K,) — G(K,) ¢ uma equivaléncia fraca.

Desta forma, no diagrama (10) os morfismos verticais sao fibragoes de
Serre e os morfismos horizontais sao equivaléncias fracas. Assim, pela sucessao
exacta de Milnor para c¢Zop — ver demonstracao da proposigao 1.1.48 —
juntamente com uma aplicagdo do lema dos 5, conclui-se que a aplicacao
induzida (pelos ak, para n € N) no limite

F(U) = lim F(K,) = lim G(K,) = G(U)

é uma equivaléncia fraca. No entanto, esta aplicacao é dada por ay :
F(U) — G(U). Assim, conclui-se que ay é uma equivaléncia fraca para
qualquer U aberto de X e portanto o : F' — G é uma equivaléncia fraca. W

O seguinte resultado é um corolario imediato do teorema do homomorfis-
mo de feixes e d4 um critério para a validade do principio-h.
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1.2.14. Corolario

Seja p : E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial em E. Se R
satisfaz o principio-h paramétrico local sobre subconjuntos singulares de B
e as solugoes de R sao flexiveis entao R satisfaz o principio-h paramétrico
sobre qualquer aberto de B.

Demonstracao. Das hipéteses sai imediatamente que Solr é um feixe topo-
logico flexivel e que a aplicagao j" : Solg — I'g é uma equivaléncia fraca
local. Como I' é flexivel e tanto Solg como 'z preservam limites crescentes,
conclui-se do teorema anterior que j” é uma equivaléncia fraca, de onde segue
imediatamente a conclusao pretendida. |

Na primeira seccao introduziu-se a nocao de relacao diferencial Diff-inva-
riante que se mostrou significativa no sentido em que a Diff-invaridncia é
uma condi¢do (fundamental) no teorema 1.1.56. No contexto dos feixes, a
nocao relevante é a seguinte:

1.2.15. Definicao
Seja B uma variedade e F' um feixe quasi-topoldgico sobre B. Diz-se que F
é Diff(B)-invariante se para cada U, V abertos de B se tem um morfismo:

Oy : (Diff(B) N C=(U,V)) x F(V) — F(U)

(em Diff(B)NC>°(U, V') considera-se a topologia de subespago de C*°(U, V)
com a topologia fraca-C*) tal que para quaisquer U, V, W abertos de B
(abrevia-se Diff(B) N C>°(U’, V') por D(U', V') para abertos U’, V' de B):

1. a composta (onde % é um espago sé com um ponto e {idy} : * — D(U,U)
é (constante e) igual a idy ):

F(U) =+ x F(U) 5 p,v) < ) 224 F)

é a identidade de F(U) (no caso de F ser um feixe topoldgico, esta
propriedade é equivalente a afirmar que para s € F(U), ®yy(idy,s) =

s).

2. o diagrama

ldD(U,V) X(PV’W
A AANRALN

DU, V) x DV, W) x F(W)

\Lcompxidﬂw) l/q)U’V
D(U,W) x F(W) Puw

comuta (comp : D(U, V) x D(V,W) — D(U,W) é a composi¢gao) — no
caso de I' ser um feixe topoldgico, esta propriedade afirma que para
f e DUYV), g € DV,W)es € F(W) se tem Pyw(go f,s5) =

Py v (f, Pv,w(g,s)).
3. o seguinte diagrama comuta (supoe-se que U C V')

DV, W) x F(W) 2% pv)

l/TdeFU/V)

D(U, W) x F(W)
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onde a seta vertical da direita é dada pela restricao em F' e
r:D(V,W) — D(U,W)
f———flv
4. se V. C W entao o seguinte diagrama comuta

ZdeF(W)
—

D(U,V) x F(W) D(U, W) x F(W)

lid@(U’Vj XrgV,V \Lq)U,W
DU, V) x F(V) oy F(U)

onde i : D(U,V) — D(U,W) é a inclusio e riy, : F(W) — F(V) é o
morfismo de restri¢ao de F.

1.2.16. Exemplo

Se p: E — B é um fibrado suave e R é uma relagao diferencial Diff(B)-
-invariante de ordem r € N em E, ent@o o feixe topoldgico Solg é Diff(B)-
-invariante: sendo ® uma extensao continua de E tal que R é invariante por
®" entdo podemos definir as aplicaces requeridas na defini¢do anterior da
seguinte forma:

Oy y (Diff(B) N C*°(U,V)) x Solg (V) ———— Solg (V)
(f,5) O(fHosof=f*s
para U, V abertos de B. Observe-se (embora isto nao seja necessario no

seguimento) que a acgao de ®” permite mostrar analogamente que I'g é
Diff(B)-invariante.

A nogao apresentada na defini¢ao acima tem uma generalizacao ébvia (nas
condigoes da definigdo) ao conceito de S-invaridncia onde S é um pseudo-
-grupo de difeomorfismos de B (a definigdo é dada a seguir) — esta gene-
ralizacdo envolve apenas substituir na definicao acima todas as aparigoes
de Diff(B) por S. Por simplicidade, ndo se apresentou a definigdo acima
nesta generalidade. No entanto, assume-se esta generalizagdo (ébvia) no
seguimento, visto que serd necessaria em breve.

1.2.17. Definigao
Seja B uma variedade. Um pseudo-grupo de difeomorfismos de B é um
subconjunto, S, de Diff(B) tal que:

e idy € S para qualquer aberto U de B.

e Se fc Sentao f~LeS.

e Se f,g € S sao tais que f o g estd definida (isto é, a imagem de g estd
contida no dominio de f) entao fog € S.

1.2.18. Observagao
Esta defini¢ao de pseudo-grupo de difeomorfismos é ligeiramente menos res-
tritiva que a definigao apresentada em Geiges [2].

Note-se também que a condic¢ao sobre a inversao na definicao de pseudo-
-grupo de difeomorfismos nao é relevante na definicdo de feixe invariante.

Dadas variedades M, N e uma aplicacao suave m : M — N, considere-
-se o pseudo-grupo Diff(M,m) de difeomorfismos de M constituido pelos
difeomorfismos ¢ entre abertos de M tais que m o ¢ = 7 (no dominio de
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?). E importante considerar o caso de feixes quasi-topoldgicos (sobre M)
Diff (M, m)-invariantes como mostra o seguinte teorema (que ja foi usado na
demonstragao do teorema 1.1.56):

1.2.19. Teorema (Teorema da flexibilidade)
Seja B uma variedade e sejam 7 : B X R — B a projeccao no primeiro factor
e

1:B— BxR
x +—> (z,0)

Se F' é um feixe quasi-topoldgico com valores em cTop sobre B x R que é
micro-flexivel e Diff(B x R, )-invariante entao i* F' é um feixe flexivel sobre
B.

Apresenta-se a seguir a demonstragao deste teorema. Nesta prova, segue-
-se de perto a demonstracao dada do mesmo teorema na seccao 2.2.3 de
Gromov [3]. A demonstracao ¢é feita através de uma sucessao de definigoes
e lemas.

Precisamos primeiro de uma generalizagao imediata da proposig¢ao 1.1.13.

1.2.20. Proposicao

Seja F' um feixe quasi-topolégico sobre um espa¢o completamente normal X
(ou seja, qualquer subespago de X é normal) e sejam A, B C X tais que A,
B sao fechados (resp. abertos) em AU B. Entao o diagrama (onde todas as
aplicagées sao induzidas por restrigao)

F(AUB) —— F(A)

Lo

F(B) —> F(ANB)

é um diagrama de pullback em Set™"” .

Demonstracao. Basta observar que

FUUV) —= F(U)

Lo

F(V) —= F(UNV)

é um diagrama de pullback em Set™*"” (por definigao de feixe quasi-topoldgi-
co) para quaisquer U, V vizinhancas de A, B respectivamente. Logo (pela

proposigao 1.1.9 — pullbacks sdo calculados pontualmente) tem-se que

FUuUV)(Z)——= F(U)(Z)

l l

FV)(Z)—— F(UNV)(Z)

é um diagrama de pullback para qualquer espago topoldgico Z. Assim,
fazendo o colimite nas vizinhangas U de A e V de B obtém-se que (aplica-se
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novamente a proposigao 1.1.9)
F(AUB)(Z) —— F(A)(2)

l l

F(B)(Z) ——= F(ANB)(Z)

é um diagrama de pullback para qualquer Z € Top (nesta tltima passagem
usou-se a proposi¢ao IX.2.1 de Mac Lane [13] para se poder concluir que em
Set o colimite (dirigido) dos pullbacks é o pullback dos colimites. Também
se usou a normalidade completa de X para colocar F(A N B)(Z) no canto
inferior direito do diagrama acima — visto que dada uma vizinhanca W de
AN B existem entdo vizinhancas U, V de A e B, respectivamente, tais que
UNV = W.). Uma tltima aplicacao da proposi¢ao 1.1.9 d& o resultado. W

Podemos agora iniciar o caminho para a demonstracao do teorema da
flexibilidade. E importante observar que a demonstracao a seguir tem um
caracter razoavelmente abstracto, em grande parte devido ao uso de feixes
quasi-topolégicos, o que pode debilitar a capacidade do leitor de extrair as
intuigoes por tras de cada argumento. Sendo assim, o leitor é convidado
a interpretar os argumentos seguintes no caso de feixes topoldgicos para
pesquisar e analisar os passos relevantes por tras de cada argumento.

Antes de continuar, sao necessarias algumas convengoes e defini¢coes. Dado
um feixe quasi-topolégico, F', sobre um espaco X e dados A,B C X com
B C A, convencionamos designar por TE,B : F(A) — F(B) a aplicagao
de restricao. Dados uma aplicacao continua f : Z — X e subconjun-
tos A C X e B C Z tais que f(B) C A, convencionamos ainda designar
por ri”gF : F(A) — (f*F)(B) o morfismo natural induzido por restri¢ao
(observe-se que identificando (f*F')(B) com F(f(B)), este morfismo coin-
cide com rif(B)).

1.2.21. Definicao
Seja F' um feixe quasi-topoldgico sobre um espago X e seja A um subconjunto
de B. Uma deformacao de F' sobre A é um morfismo 1 : P x [a,b] — F(A)
(com P um poliedro finito e a, b € R tais que b > a). Diz-se que a deformagao
1 estd fixa num conjunto B C A se ri,B o = riB ot o (idp Xprigp)
(intuitivamente, isto quer dizer que a deformagao nao se mexe sobre B)
onde definimos (de uma vez por todas)

Priap - [CL, b] — [CL, b]

t———>a

1.2.22. Observagao
Como é 6bvio, se a deformacgao 1 na definicao anterior esta fixa sobre um
conjunto B C A também esté fixa sobre qualquer subconjunto de B.

1.2.23. Definigao
Seja I’ um feixe quasi-topoldgico sobre um espaco X e seja A C X. Uma
deformacgao v : P x [a,b] — F(A) de F sobre A diz-se compressivel se existe
um levantamento (ver proposigao 1.1.11) 1;: P x [a,b] — F(U) de ¢ (para
alguma vizinhanga U de A) tal que para qualquer vizinhanca V de A existe
uma deformacgdo v : P x [a,b] — F(U) tal que:
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) rfac =1
(i) Ylpxiay = YlPx{a};
(iii) v estad fixa sobre U \ V.

1.2.24. Observagao

Se uma deformagao v : P X [a,b] — F(A) (nas condigoes da definigao
acima) for compressivel, é imediato que ¥ o (f x idj,p) : Q@ X [a,b] — F(A)
é compressivel para qualquer aplicacao f : Q — P entre poliedros finitos.
Além disso se 1 for compressivel, 1| Px[a,] € compressivel para qualquer
t € [a,bl.

A definicao de compressibilidade é importante em vista da proposigao
seguinte.

1.2.25. Proposigao

Seja F' um feixe quasi-topolégico sobre um espago localmente compacto e
completamente normal X. F ¢é flexivel sse para qualquer subespaco com-
pacto C de X, qualquer deformacao de F' sobre C' é compressivel.

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que F' é flexivel e sejam C' um subes-
pago compacto de X e ¢ : P x [a,b] — F(C) uma deformagao de F' sobre C.
Seja 1 : P x [a,b] — F(U) um levantamento de 1 (para alguma vizinhanca
U de C em X) e seja V uma vizinhanca de C tal que V é compacto e estd
contido em U. Sabemos (proposigao 1.2.20) que o seguinte diagrama

F(CU((V\V))— FWV\V)

l |

F(C) —— >«

é um diagrama de pullback em Set™"” (observe-se que CN(V\V) = §)). Em
particular, podemos definir uma deformacio ¢ : P x [a,b] — F(CU(V\V))
exigindo que TgU(V\V),COw/ =1e Tgu(V\V),V\VOW = rgy\ﬂw(idp XDTab])
(de modo a que a deformacdo assim obtida esteja fixa sobre V \ V). Por
outro lado a aplicagao de restricio F(V) — F(C U (V \ V)) é uma fibragao
de Serre (pois F é flexivel) pelo que podemos levantar a deformagao ¢’ a

uma deformagao 1" : P x [a,b] — F(V) (que estd necessariamente fixa sobre
V\V) tal que ¢ |pyq) = rgv 0 Y| py{a}. Assim, como o diagrama

FU) —— F(V)

I

FU\V) — F(V\V)

é um diagrama de pullback temos que a deformagao ¢ levanta a uma defor-
magao, ¥ de F sobre U tal que rgU\V o) = TgU\v otpo(idp Xprigy). Entao
1 verifica as condicoes (i)-(iii) (para verificar a condicdo (ii) basta usar o
facto de o dltimo diagrama ser de pullback) na definigdo de compressibili-

dade e em particular conclui-se que @ é compressivel.
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Suponhamos agora que para qualquer subespaco compacto C de X, qual-
quer deformacao de F sobre C' é compressivel. Seja dado um par de subes-
pagos compactos (C,C") de X e seja

P—2 s F)

(idP vo)l \L

Px[0,1] % F(C

um diagrama comutativo em Set™”. 1) é uma deformacao de F sobre C’ e
portanto é compressivel. Seja entdo ¢ : P x [0,1] — F(U) um levantamento
de 1 como na definicao de compressibilidade para 1 (U é alguma vizinhanca
de C"). Sejag: P — F(V) um levantamento de g (para alguma vizinhanga V'
de C). Como (pela comutatividade do diagrama acima — por simplificacao,
identificamos P com P x {a}) 7"5,0' o @Z|Px{a} = r{;’C, o g concluimos (pela
proposigao 1.1.11 e pela observacao 1.1.21) que

(11) s © ¥l pxia} =Tt © G

para alguma vizinhanga W’ de C’ contida em V. Seja W uma vizinhanca
de C' tal que W C W’. Seja entdo ¢ uma deformacao de F sobre U como
na definicao de compressibilidade para (@Z jé foi escolhido antes) tal que
1 estd fixa sobre U \ W. Definimos uma deformacao ¢’ : P x [0,1] — F(V)
exigindo que Tx};,W o) = r(f;’W o1 e r&V\W oy = r&V\W ogop (onde
p: P x[0,1] — P é a projecgao no primeiro factor) o que é possivel pois

F(V)— F(W)

l l

F(V\W) — F(W\ W)

é um diagrama de pullback (note-se que se usa a propriedade (i) da defini¢ao
de compressibilidade, a equacio (11) e o facto de 1 estar fixa sobre U \ W
para concluir que T57W\W o1 = r{ZW\W o g o p, igualdade que mostra que
podemos definir ¢/’ como acima visto que o diagrama anterior é de pullback).
Entao ¢’ faz o seguinte diagrama comutar (a comutatividade do tridngulo
superior resulta da equagao (11) e de o diagrama anterior ser de pullback; a

comutatividade do tridngulo inferior é imediata da defini¢ao de v'):

P2 SR

(idp,o>1 % i

Px[0,1] % F(C)

. . . _F /
Assim, o seguinte diagrama comuta para ¢ = 1y, 01

P—2 s FC)

<idp,o>1 / l

Px[0,1] % F(C)
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Em sfntese, conclui-se que a aplicacdo de restrigao rf ., : F(C) — F(C”)
é uma fibracao de Serre (para qualquer par de subespagos compactos (C, C")
de X). Logo F é flexivel. [ |

Define-se agora a nocao de micro-compressibilidade (cuja relagdo com a
nocao de compressibilidade pode ser reminiscente da relacao entre as nogoes
de micro-flexibilidade e de flexibilidade de feixes).

1.2.26. Definigao

Seja F' um feixe quasi-topolégico sobre um espaco X. Uma deformacgao
¥ : P X [a,b] — F(A) de F sobre um subespa¢o A de X diz-se micro-
-compressivel se existe € €]0,b — a] tal que ¥|py[qa4e] € compressivel.

A seguinte proposicao é fundamental.

1.2.27. Proposicao
Seja X um espaco localmente compacto e completamente normal. Seja F
um feixe quasi-topoldgico sobre X com valores em cTop. F' é flexivel sse para
qualquer subespaco compacto C' de X, qualquer deformacao de F' sobre C
é micro-compressivel.

Demonstracao. Em vista da proposicao anterior, uma das implicagoes é ime-
diata e para provar a outra basta provar que micro-compressibilidade im-
plica compressibilidade. Mais precisamente, é necessario provar que, sendo
C um subespago compacto de X, se qualquer deformacao de F' sobre C
é micro-compressivel, entdo qualquer deformacao de F' sobre C é, na ver-
dade, compressivel. Supomos entao que qualquer deformacao de F' sobre C
é micro-compressivel. Seja ¢ : P X [a,b] — F(C) uma deformagcao de F' so-
bre C. Queremos provar que ¥ é compressivel. Consideremos a deformagao
n:Q x[0,1] — F(C) onde Q@ = P X [a,b] definida por n := 1 o f onde
f:Q x[0,1] = P x [a,b] é dada por:

f:P x[a,b] x [0,1] — P X [a,]
(p,t,7) ——= (p,min{y,y + 7})

Como 7 é micro-compressivel, existe € € ]0, 1] tal que 1|g o) ¢ compressivel.
Logo, para t € [a,b], n|(px{t})x[o,e ¢ compressivel (ver observagao 1.2.24)
pelo que 7|(pyf11)x[0,min{e,p—t}] ¢ compressivel ou, equivalentemente (como
segue imediatamente da definicao de f), ¥| Px[t,min{t+e,b}] € compressivel.
Desta forma, 1|py[s, ¢ compressivel para qualquer sub-intervalo [s,t] de
[a,b] de comprimento menor ou igual a e. Um argumento indutivo simples
reduz entao a demonstragao da compressibilidade de v a validade da seguinte
afirmacao:

Sejam s,t € [a,b] comt > s. Se Y|pxlas) € V|px[sy $G0 compressiveis
entio Y| py(q, € compressivel.

Procede-se agora a demonstragao desta afirmacao. Como

Yo = Y|pxas) : P X [a,s] — F(C)
V1= Y| pxfs : P X [5,t] — F(C)
s@o compressiveis, existem (por definigao de compressibilidade) levantamen-

tos {Dvo : Pxla,s] — F(U), {bvl : Px s, t] = F(U) de 1o, 11 respectivamente
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(supoe-se por simplificacao, e sem perda de generalidade, que os levantamen-
tos estao definidos numa mesma vizinhanca U de C' — se estiverem definidos
em vizinhancas diferentes compoe-se cada um deles com a restrigdo no feixe
F' a interseccao das duas Viihlhangas) tais que para qualquer vizinhanga V'
de C existem deformacoes g : P X [a,s] — F(U), ¢y : P x [s,t] — F(U)
tais que:

(i) i oo = o e rfic 01 = n;

(i) Yolpx{a} = Yolpx{a} € V1lpxisy = Y1lpxisy;

(iii) 1o e 11 estao fixas sobre U \ V.

Seja J : P x [a,t] — F(U') um levantamento de 9[py[q4. Como T(};/ c©
V| pxfas] = 7‘5,0 oy e 7’5/,0 o Y|pxisy = 7’5,0 091 temos que (proposicao
1.1.11 e observagao 1.1.21) existe uma vizinhanga U"” de C contida em U e em
U’ tal que 7"5/ U O@Z)|P><[a s] = T(I;UH o1y e 7"5/ U Od"Px [s,t] = TEU“ o11. Por
simplificacao e sem perda de generahdade supomos entao que U = U’ = r=u"
(basta substituir ¥ por 7"5, un © Ve analogamente para wo e wl) Assim
w 1 P x [aat] - F(U) ¢ tal que w|P><[a,s] - 77/}0 € w’Px [s,t] = ¢1- o

Seja agora V uma vizinhanca de C em X. Tomemos uma deformagao )y :
P x[a,s] — F(U) com as propriedades enumeradas acima que esteja fixa em
U\V (propriedade (iii)). Como {; ;09| px{sy = Yol pxis} = 7001 px{s)
temos que (ver proposigao 1.1.11 e observacao 1.1.21)

(12) haw © Yol px (st = 0w © Y1l pxis)
para alguma vizinhanca W de C contida em V. Seja entdo 1; uma de-
formagao com as propriedades (i)-(ii) enumeradas acima que esteja fixa em
U\ W' (propriedade (iii)) onde W’ é uma vizinhanga de C' em X tal que
W’/ C W. Seja agora i1 : P x [s,t] — F(U) uma deformacao tal que
— — — _— .
Tg’W oY = rg,W oy e rg,U\W, o = T(?U\W’ o1 o (idp xp) (onde
p: [S)t] — [a7 8]
T H——>s
) — tal deformacao existe pois

F(U) ——> F(W)

l

FU\W') — FW'\ W)
¢ um diagrama de pullback e porque 1, est4 fixa em U\ W’ e pela equacio
_ - ] -
(12). Sabemos agora que Yo|pxisy = Y1 |px{s) (pOis 7”5’W o Polpx{s) =

o%/\PX{S} pela equagao (12) e pela propriedade (ii) e porque 7"5 oW ©

F
Tuwr
—_— —

Yol pxysy = Tg,U\W' 091 |px{s} — a conclusdo segue portanto de o diagrama
anterior ser de pullback). Sendo assim, pela proposi¢ao 1.1.20 temos que
Yo e 11 colam para dar uma deformacio ¥ : P x [a,t] — F(U) (isto é,
— — = —— o

V| px[a,s) = Yo € Y|px[s) = 1) que verifica:

(i) 7”5,0 oy = 77Z1|Px[a,t]§
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(i) ¥lpxia} = YlPx{a};

(iii) © estd fixa sobre U \ V.
(as propriedades anteriores seguem das propriedades andlogas de g e %/ e
da unicidade da colagem de dois morfismos). Conclui-se entao que | Pxfa] €
compressivel, o que termina a demonstragao da afirmacgao acima e portanto
a demonstragao da proposicao. |

Passamos agora a parte com conteido geométrico da demonstracao do
teorema da flexibilidade. Antes de mais precisamos de definir o conceito de
difeotopia (que generaliza o conceito de isotopia).

1.2.28. Definigao

Seja B uma variedade e sejam U,U’ abertos de B com U C U’'. Uma
difeotopia de U em U’ é uma aplicagao continua ¢ : [0,1] — C*(U,U’) (em
C>®(U,U") considera-se a topologia fraca-C*) tal que 6(0) = idy e 6(t) é
um difeomorfismo entre abertos de B para cada t € [0, 1].

A aplicacao das difeotopias nesta demonstragao consiste do seguinte: se-
jam B uma variedade, S um pseudo-grupo de difeomorfismos de B ¢ F' um
feixe quasi-topoldgico S-invariante sobre B. Entdao uma difeotopia § de U
em U’ (onde U, U’ sdao abertos de B com U C U’) com valores em S (isto
é ¢ tem imagem contida em S) “actua nas secgoes de F” na medida em que
induz uma aplicagao 6* : [0,1] x F(U’) — F(U) definida da seguinte forma:

5% [0,1] x FU) 225 (g 1 oo, 1) x FUT) 22 B0

(onde @y é como na definigao de feixe S-invariante — ver definicao 1.2.15
e comentérios a seguir).

1.2.29. Observagao

Um caso particular desta “acgao” (para os feixes de secgoes e de solugées de
uma relagao diferencial numa variedade) ja havia sido usado nas demons-
tragoes da proposicao 1.1.37 e do lema 1.1.51.

1.2.30. Definigao
Sejam B uma variedade, U um aberto de B e A um subconjunto fechado de
U. Define-se (estendendo a defini¢ao anterior de difeotopia) uma difeotopia
de A em U como sendo uma difeotopia de U' em U para alguma vizinhanga
U’ de A contida em U. Dado um subconjunto C de A e uma vizinhanca V de
A, diz-se que um conjunto, D, de difeotopias de A em U move incisivamente
C relativamente a V!0 se:
(i) para qualquer 6 € D, 6(1)(C)NV = 0.
(ii) para qualquer fechado F de A tal que FNC = () existem § € D e uma
vizinhanca W de F tal que para t € [0,1] se tem 6(t)|w = 6(0)|w =
idyy .

A proposicao principal é a seguinte.

10Definicdo adaptada de Gromov [3]. Nessa referéncia nio existe nenhuma defini¢ao
equivalente a nossa. No entanto, nos casos de interesse que aparecem a seguir, a presente
definigdo tem as mesmas consequéncias que a defini¢do de sharply movable em Gromov [3].
Nesta parte da exposigdo, a abordagem em Gromov [3] é mais geral que a apresentada
aqui.
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1.2.31. Proposigao

Seja B uma variedade e F um feixe quasi-topolégico sobre B com valores
em cTop que é S-invariante (onde S é um pseudo-grupo de difeomorfismos de
B) e micro-flexivel. Sejam G um subespaco fechado de B (comi: G — B a
aplicacao de inclusao), C' um subespaco compacto de G e U uma vizinhanga
de C' em B com fecho compacto. Suponhamos que existe uma vizinhanca V'
de G’ := GNU em U tal que para qualquer vizinhanca W de C em G’ existe
uma vizinhanca A de C em G tal que A C W e existe um conjunto D de
difeotopias de G' em U com valores em S que move incisivamente fr® A =
A\ A relativamente a V. Entao, dada uma deformacao ) : Px[0,1] — F(U),

a deformacao rgng o1 : Px[0,1] — (i*F)(C) de i*F sobre C' é micro-

-compressivel.
Demonstragcao. Note-se primeiro que como

"Teu) P EO) — FICUUAV)

é uma micro-fibracao (pois F' é micro-flexivel), existe £ €0, 1] e uma defor-

magao ¢’ : P x [0,e] — F(U) que verifica:

F F
r5c 0¥ =g e 0 Ylpxog
F F i
"Tow ° Y = "Tow ° Ylpxpoe © (idp xpripq)

V' pxgoy = Ylpxqo}

(omite-se aqui o argumento — que usa a proposi¢ao 1.2.20 — para construir
a deformaciao P x [0,1] — F(CU(U\V)) necessaria para obter 1’ por levan-
tamento usando a propriedade de micro-fibragao — este tipo de argumento
foi usado repetidamente nas demonstracoes anteriores e em casos simples
nao voltara a ser repetido).

Seja agora W uma vizinhanga qualquer de C' em G’ e seja dado A como
no enunciado da proposigao. Seja W’ um aberto de U tal que W/ NG = W.
Analogamente ao pardgrafo anterior, sabemos que existe ¢/ €]0,¢] e uma

deformagao ¢ : P x [0,&'] — F(U) que verifica:

F " F
TU,C o 1/1 = Tﬁ,C ° ¢’P><[O,E’]

F

; .
T @wu@wv) © ¥ = o @wnu@) © Y1pxioen © (dp xprioen)

U px oy = Ylpx{o}

(isto é verifica propriedades andlogas as de ¢’ e além disso ainda estd fixa
sobre U \ W').

Queremos agora usar as duas deformacoes 1)’ e 1" para construir uma
deformagao de ¢ : P x [0,e] — F(U) com as propriedades de 1)’ enunciadas
acima e que além disso seja tal que ¢|py[or (para algum €” €]0,€']) esteja
fixa sobre U \ W’ (como acontece com %"). A ideia é “interpolar” entre

Y’ e " usando o facto de rg,cu(ﬁ\v) : F(U) — F(CU(U\V)) ser uma

micro-fibracao. Usando a propriedade de colagem enunciada na proposigao
1.1.20, construimos um morfismo

h:Q — F(U)
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onde
Q=P x[0,e] x {0} UP x {0} x [0,1]U P x [0,€'] x {1}
exigindo que

hlpxjogx{oy = ¢’

hlpxjoenxfy ="

hlpx{oyx[o,1] = ¥ o (idp xprio1))
(identificam-se P x [0,¢] x {0} com P x [0,¢], P x [0,&'] x {1} com P x
[0,¢'] e P x {0} x [0,1] com P x [0,1]). Consideremos entao o problema de
levantamento correspondente ao seguinte diagrama comutativo:

h

Q F(U)

1 l

Px 0,6l x [0,1] 2> F(CU@\V))

onde H é determinado por

F F
TU,C oH = TU,C © w‘PX[(La] op
F F .
i © H =55y 0 Ylpxjoe © (dp Xprigg) o p

(comp: Px[0,e]x[0,1] — P x[0,¢] a projecgao nos dois primeiros factores).
Como o par (P x[0,&] x[0,1],Q) é homeomorfo ao par (P x [0, 1] x [0, 1], P x
[0,1] x {0}) (visto que os pares ([0, ] x [0,1],[0,¢] x {0}U{0} x [0, 1]U]0, €] x
{1}) e ([0,1] x [0,1],[0,1] x {0}) sd@o homeomorfos) e visto que
T%,CU(U\V) :F(U) - F(CU(U\V))

é uma micro-fibragao, concluimos que no problema de levantamento formu-
lado, a aplicacao H admite um levantamento numa vizinhanca de @, isto
é, existe uma vizinhanca V@ de @ em P x [0,¢] x [0,1] e um diagrama
comutativo:

h

-

Px 0,6l x [0,1] 2> F(CU@\V))

Q F(U)
|
V@
1

Este levantamento H permite-nos “interpolar” entre 1/ = H | Px[0,6]x{0} ©
P = ﬁ|P><[0’€/}><{1} da seguinte forma: seja ¢” €]0,¢'] tal que P x [0,2e"] x
[0,1] C VQ. Seja p: [0,e] — [0,1] uma funcdo continua tal que p[ o = 1
e p\[zauyg} = 0. A “interpolacao” entre ¥ e ¢ pretendida é entao o morfismo:

¢ = Ho (idp x(idjg o, p)) : P x [0,¢] — F(U)

Da construcao de ¢ e das propriedades de v’ e " é facil verificar que ¢
verifica as propriedades pretendidas, isto é:
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o 1f op=rE ooy
* vlpxioy = Ylpx{o}

e ¢ estd fixa sobre U\ V e ¢|py[o o esté fixa sobre U \ W',

Seja ¢’ = rg ;- As propriedades de ¢’ sdo andlogas as de ¢ (e deduzem-se
imediatamente daquelas).

Por hipdétese, existe um conjunto D de difeotopias de G’ em U com valores
em S que move incisivamente frf% A = 4\ A relativamente a V. Escolha-se
uma difeotopia 6 em D tal que:

(1) 6()(YA) cU\V

(ii) existe uma vizinhanca VW de (G’ \ W) U C tal que 6(t)|yw = idyw

para t € [0, 1].
Suponhamos que ¢ : [0,1] — C*°(U’,U), onde U’ é uma vizinhanca de G’
em U. Definimos agora uma nova difeotopia § de G’ em U (com valores
em S) por 0(t) := §((¢")"t) para t € [0,€"] e 0(t) := §(1) para t € [¢”,1].
Constréi-se entdo uma deformacio ¢ : P x [0,e] — F(G') exigindo que (8"
é a “accao” de & nas seccoes de F' como definida anteriormente):

Tg,yz o = 7"5,72 08" 0 (q,¢)
" @)
(onde g : P x [0,e] — [0,¢] C [0,1] é a projeccao no segundo factor e
q:P x[0,e] ——10,1]
(p,t) —> min{t,&"}

F - F <k
Tar.gna° Y= Tur.ana © 6" o(q

). Note-se que tal defini¢ao é possivel pois
r5/7erA ° 5* °© (Qa ‘/7,) = T(P;/,erA © 5* © (C],, (10/)

(é imediato que ambas as deformactes na equagdo acima coincidem em
P x [0,€"]. Para concluir que coincidem em P x [¢”,¢], observe-se que &
é constante igual a §(1) em [¢”,¢] e portanto que nesse intervalo, & leva
fr% A para U \ V, em que ¢ estd fixall. Assim se conclui que as defor-
magoes presentes na equagao acima quando restritas a P x [¢”, £] estao fixas
em fr% A. Como as deformacdes coincidem em P x {e"}, tem-se entdao que
coincidem em P x [¢”, g]. Como as deformagoes coincidem em P X [0, "] e em
P x [¢”, ], uma aplicagao da proposigao 1.1.20 permite-nos concluir que as
deformacdes coincidem). Note-se que este ) tem as seguintes propriedades

(onde ¢ := 7'5 @ oV):

® rGcoV=Tf oY

* Vlpxia} = ¥Ipxia};

e ¢ estd fixa sobre G’ \ W.

A primeira propriedade segue de §(t) coincidir com a identidade numa vi-
zinhanga de C para t € [0,1] (pela propriedade (i) de §) e a segunda
propriedade segue de 0(0) = idys. A terceira propriedade segue do facto

g portanto, ¢’ também est4 fixa numa vizinhanga de U\ V — usar a proposigao 1.1.11

e a observagao 1.1.21.
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(atente-se na segunda equacio que define 1)) de /| Px[0,e] estar fixo sobre
U\ W’ e d coincidir com a identidade numa vizinhanca de G' \ W.
Provou-se entao que existe ¢ €]0,1] tal que para qualquer vizinhanca
W de C em G’ := GNU existe uma deformagio 1 : P x [0,¢] — F(G’)
com as propriedades enumeradas acima. Usando os isomorfismos candnicos
entre F'(C) e (i*F)(C) e entre F(G') e (i*F)(G'), vé-se que esta conclusao
implica imediatamente (por defini¢do de micro-compressibilidade) a micro-

-compressibilidade da deformagao rg’i;F o : Px[0,1] — (i*F)(C) de i*F

sobre C. [ |

Podemos agora finalmente provar o teorema da flexibilidade (que se volta
a enunciar).

1.2.32. Teorema (Teorema da flexibilidade)

Seja M uma variedade e sejam m : M x R — M a projeccao no primeiro
factor e i : M x {0} — M x R a inclusao. Se F' é um feixe quasi-topolégico
com valores em c¢Top sobre M x R que é micro-flexivel e Diff(M x R, x)-
-invariante entao t* F' é um feixe flexivel sobre M x {0}.

Demonstracao. Pela proposi¢ao 1.2.27, basta mostrar que dado um subes-
pago compacto C' de M x {0}, qualquer deformacao de i* F' sobre C' é micro-
-compressivel. Seja entao ¢ : P X [a,b] — (1*F)(C) uma deformagao. Que-
remos provar que ¢ é micro-compressivel. Usando o isomorfismo canénico
entre (i*F)(C) e F(C), substituimos ¢ por ¢’ : P x [a,b] — F(C). Seja
¢ : P x [a,b] — F(U') um levantamento de ¢’ para alguma vizinhanca U’
de C em B x R. Seja agora U uma vizinhanca de C' em B x R tal que U é
compacto e esta contido em U’. Defina-se 1) := rg/ 7 © @. A conclusao pre-
tendida (¢ é micro-compressivel) segue imediatamente da proposicao ante-
rior apés se verificarem as condigdes da mesma (considerando — na notacao
do enunciado da proposigao anterior — C', U e 1 como nesta demonstragao e
B=MxR,G=Bx{0}eS =Diff(M xR, r)). Para isso basta achar uma
vizinhanga V de G' = (M x R) NU em U tal que para qualquer vizinhanca
W de C em G’ existe uma vizinhanca A de C em G tal que A C W e existe
um conjunto D de difeotopias de G’ em U com valores em S que move inci-
sivamente fr¥ A = A\ A relativamente a V. Seja V = C"x] —¢/2,¢/2[ (onde
C' étal que C = C' x {0} e e € R é tal que VC'x] —¢,e[C U para alguma
vizinhanca VC' de C”). Entao, dada uma vizinhanca W de C em G’, basta
tomar para A qualquer vizinhanca de C' em G tal que A C W. Para ver
que algum subconjunto do conjunto das difeotopias de G’ em U com valores
em S move incisivamente fr” A = A \ A relativamente a V', basta provar
as propriedades (i) e (ii) da definicdo de “mover incisivamente”. Seja para
isso dado (propriedade (ii)) um fechado 7' de G’ tal que T Nfr% A = (). Seja
entdao p : B — [0,2¢/3] uma funcao de classe C*° tal que plpc 4, = 2¢/3 e
plyr = 0 para alguma vizinhanga VT de TU (U \ V(') (identifica-se B com
B x {0}). Entao as aplicagoes

0(t):BxR—> B xR

(z,1) > (z,1 + p(z))
56



para t € [0,1] restritas a uma vizinhanga adequada de G’ definem uma
isotopia ¢ de G’ em U tal que:

(i) s(H(C)NV =0.
(ii) existe uma vizinhanca VT de T tal que 0(t)|yr = 0(0)|w = idy para
t € [0,1].

(correspondem as propriedades (i) e (ii) da definicdo de “mover incisiva-
mente”). Sendo assim, conclui-se que algum subconjunto do conjunto das
difeotopias de G’ em U com valores em S move incisivamente fr” A = A\ A
relativamente a V' (nomeadamente, o conjunto das difeotopias ¢ construidas
acima para cada fechado T"), pelo que a proposigao anterior se aplica, como
restava provar. |

1.3. O teorema da micro-extensao.

O objectivo desta seccao é dar um resumo de alguns resultados que permitem
estabelecer o principio-h para variedades fechadas. Em vista do teorema do
homomorfismo de feixes, uma forma de conseguir isto é obter um critério
para que um feixe seja flexivel.

1.3.1. Definicao

Seja a1 F' — G um morfismo entre feixes quasi-topolégicos sobre um espaco
topoldgico B. « é sobrejectivo se para cada b € B se tem que o morfismo
induzido agy : F({b}) — G({b}) é sobrejectivo (diz-se que um morfismo
f + X — Z entre espagos quasi-topolégicos é sobrejectivo se induzir uma

sobrejeccao dos pontos de X para os pontos de Z, isto é, se a aplicacao
f(x) : X(*) — Z(x) é sobrejectiva).

1.3.2. Definicao

Seja a1 F' — G um morfismo entre feixes quasi-topolégicos sobre um espaco
topoldgico B. « diz-se uma micro-extensao se for sobrejectivo e se para
qualquer par de subespacos compactos de (C, C") de B se tem que a aplica¢ao
natural F(C') — F(C")xq(cryG(C) é uma micro-fibragao (F(C')x ¢(cn/G(C)
designa o pullback da por¢ao com setas a cheio do diagrama a seguir:

F(C,) XG(cn G(C) - > G(C)
Co
F(C) —— G(C)
onde o morfismo vertical da direita é o morfismo induzido por restri¢ao).

E agora possivel enunciar o teorema da micro-extensao. Para obter uma
demonstragao, o leitor é convidado a analisar a secgao 2.2.5 de Gromov [3].

1.3.3. Teorema (Teorema da micro-extensao)

Seja a : F' — G um morfismo entre feixes quasi-topolégicos com valores em
cTop sobre uma variedade B. Se o é uma micro-extensao e F' é flexivel entao
G também ¢é flexivel.

Pretende-se agora aplicar o teorema anterior a demonstracoes de validade
do principio-h. Para isso introduz-se o conceito de extensao invariante.
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1.3.4. Definicao
Sejam p : F — B um fibrado suave e R uma relagao diferencial de ordem
r € N em E. Considere-se o fibrado p’ == pxidg : B/ :== E xR — B xR
esejamm: BxR — Be7: E xR — E as projec¢gées no primeiro factor.
Define-se entao a aplicacao
). (E’)(T) N -(C))

j&’t)(s) > jr(Tosoiy)
onde

iw:B— BxR

x +— (z,t)

Uma relagao diferencial R de ordem r € N em 7*E diz-se uma extensao de
R se 7 (R) = R.

Observe-se agora que existe uma extensao continua natural ® : Diff(B x
R,7) — Diff(E’) (onde se considera a generalizagao Sbvia do conceito
de extensao continua — definicao 1.1.32 — ao caso de pseudo-grupos de
difeomorfismos) para o fibradop’ : E' — B xR que a cada f € Diff(BxR, )
com dominio num aberto U de B x R associa

o(f): ()N U) ——— ()TN (f(V))
ExR>3 (z,t) = (x,mr 0 fop(2,1))

onde g : BXR — R é a projecgao no segundo factor. Uma extensao RdeR

diz-se invariante se R é invariante por ®" (definida da mesma forma que no
exemplo 1.1.34), isto é, para qualquer f € Diff(B x R, 7), (®"(f))(R) C R.

1.3.5. Observagao B

Note-se que nas condicoes da definicao anterior, se R for uma extensao
invariante de R entao Solz é Diff(B x R, m)-invariante (o que se conclui de
forma andloga ao feito no exemplo 1.2.16).

O teorema seguinte permitir-nos-a provar a validade do principio-h em
certos casos.

1.3.6. Teorema

Seja p : E — B um fibrado suave e R uma relacao diferencial aberta em
E. Se R admite uma extensio invariante R que é aberta (isto é, R é uma
relagao diferencial aberta em E') entao as solugdes de R sao flexiveis e R
satisfaz o principio-h paramétrico sobre qualquer aberto de B.

Demonstragao. O feixe topoldgico Sols das solugoes de R é micro-flexivel
(pela proposi¢ao 1.1.46 pois R é aberta). Sendo assim, pelo teorema da
flexibilidade (observe-se que Sols é Diff(B x R,7)-invariante) temos que
i* Solz ¢ flexivel (onde
1:B—=BxR
x +—> (z,0)
). Da definigao de extensao segue facilmente que se tem um morfismo natural
a : i*Solz — Solg. Este morfismo é uma micro-extensao (isto segue do
facto de R e R serem abertas por um argumento semelhante ao usado na

demonstragao da proposigao 1.1.46). Sendo assim, pelo teorema da micro-
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-extensao tem-se que Soly é flexivel e em particular (pelo corolario 1.2.14 do
teorema do homomorfismo de feixes) R verifica o principio-h paramétrico
sobre qualquer aberto de B. |

1.3.7. Observagao
Observe-se que se uma relacao diferencial num fibrado suave possui uma
extensao aberta entao a relacao diferencial é aberta.

1.3.8. Exemplo

Sejam M, N variedades e p: E := N x M — M o fibrado trivial. A relagao
de imersao (correspondente as imersoes M — N), Z, em E admite uma
extensao invariante no caso de dim M < dim N: neste caso basta tomar
emp : B/ = NxMxR — M xR (que é a projecgao nos dois tltimos
factores) a relacio de imersdo Z (correspondente a imerses M x R — N)
que como se sabe é aberta. Fica ao cuidado do leitor a verificacao elementar
de que é uma extensao invariante de Z (observe-se que 7 é nio-vazia apenas
se dim M < dim N — e neste caso, 7 é mesmo uma extensao de Z — e que
a Diff(B x R)-invariancia que ja se observou para Z — exemplo 1.1.36 —
permite mostrar a invariancia da extensao).

Em vista do exemplo anterior, temos o seguinte teorema (teorema de
Smale-Hirsch para o caso extra-dimensional).

1.3.9. Teorema

Sejam M, N variedades com dim M < dim N. Entao as imersces M — N
verificam o principio-h paramétrico (isto é, a relagao de imersao no fibrado
trivial M x N — M satisfaz o principio-h paramétrico). De forma equiva-
lente (ver diagrama (2)), a aplicagao d : Imm(M, N) — Mon(T'M,TN) é
uma equivaléncia de homotopia fraca.

1.3.10. Exemplo

Mais geralmente que no exemplo anterior, existe um método de obter uma
extensao invariante aberta, caso ela exista. Sejam p : F — B um fibrado
suave com uma relacao diferencial R de ordem r € N e considerem-se o
fibrado p’ : E' — B xR, as aplicagbes 7 : BXxR — Ben" : (E')") = E"ca
extensao continua @ : Diff(B x R, ) — Diff(E’) para E’ como na defini¢ao
1.3.4. Constréi-se entao uma relagao R de ordem r € N em E’ da seguinte
forma: considera-se para R’ o subconjunto maximal de (77)~!(R) invariante
por ®" (nomeadamente

-1
R= (] (@UE)R)

f:BxR—BxR

fEDIff(BxR,m)
). R’ é uma extensao invariante (maximal) de R mas nao é necessariamente
aberta. Define-se entao R := int R'. Da construcao de R é facil concluir
que se R possuir uma extensao invariante aberta entao R é uma extensao
invariante aberta (maximal) de R. Em particular, R admite uma extensao
invariante aberta sse R for uma extensao de R, isto é, 7" (R) = R.

Para terminar esta seccao, pretende-se aplicar este exemplo para obter
o principio-h num caso bastante interessante. Seja p : E — B um fibrado
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suave e seja 7 uma distribuigdo em F (isto é, um sub-fibrado vectorial suave
de TE — FE). Consideremos a relagao diferencial, 7R, de ordem 1 em FE cor-
respondente as secgoes locais B — F transversais a 7 (ou seja, 7R, C E 1) ¢
constituido pelos jactos-1 de secgoes locais, s, de p: E — B cujo diferencial
é transversal a 7 — isto é, para qualquer x no dominio de s, im(d,s) + Ts(z)
¢ um subespaco de T, F com dimensao igual a min{dim E, dim B + dim 7}
— a dimensao méxima possivel). Facilmente se conclui que esta relagao
diferencial é aberta. Além disso, temos a seguinte proposicao.

1.3.11. Proposicao
Seja p : E — B um fibrado suave e 7 uma distribuicao em E tais que
codim 7 > dim B. Entdo 7R, satisfaz o principio-h paramétrico.

Demonstracao. Basta observar que neste caso a relacao 7/'7?7 como definida
no exemplo acima verifica 777"(’2{73\7) = TR, (esta verificagdo elementar é
deixada ao cuidado do leitor) e portanto 7R, admite uma extensdo in-
variante aberta. Assim, pelo teorema 1.3.6 conclui-se que 7R, satisfaz o
principio-h paramétrico. |

Sejam agora dadas variedades M, N e uma distribuicdo 7 em N com
codim7 > dim M. Considere-se o fibrado trivial p: E: =M x N — M e a
distribuicao induzida, 7/, em M x N da distribuicao 7 pela projeccao M x
N — N no segundo factor. Entao pela proposi¢do acima, tem-se que 7R/
satisfaz o principio-h paramétrico. Por outro lado, de forma semelhante
ao que se fez para obter o diagrama (2), obtém-se também um diagrama
comutativo como o seguinte:

Sol (TR,/) ——> T(TR,)

i

CH(M,N;7) 4 Te(TM,TN;T)

onde C} (M, N; 7) designa o subespago de C'' (M, N)) (com a topologia fraca-
-CY) constituido pelas funcoes f : M — N transversais a 7 (isto é, tais que
df é transversal a 7), Tr(T'M,TN;T) o espago dos morfismos de fibrados
vectoriais TM — T'N que sao transversais a 7 (com a topologia compacta-
-aberta) e a aplicacao d corresponde a tomar o diferencial. Como a aplicagao
de cima no diagrama é uma equivaléncia de homotopia fraca, conclui-se que
d também é uma equivaléncia de homotopia fraca. Sendo assim, provou-se
o teorema seguinte.

1.3.12. Teorema

Sejam M, N variedades e T uma distribuicao em N com codim 7 > dim M.
Entao a aplicagao d : C+ (M, N;7) — Tr(TM,TN; ) é uma equivaléncia
de homotopia fraca.

Observe-se que este teorema tem como caso particular o teorema 1.3.9
(basta tomar para 7 a tnica distribuigdo de dimensao zero em N). Este teo-
rema corresponde ao caso extra-dimensional do teorema de transversalidade
de Gromov-Phillips que se provard na sec¢ao seguinte.
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1.4. Duas aplicacgoes do principio-h.

Nesta seccao analisam-se mais duas aplicagoes usuais do principio-h para
variedades abertas (para mais aplicagoes simples do teorema 1.1.57 consulte-
-se Haefliger [7] ou Geiges [2]). Comecemos pelo teorema de transversalidade
de Gromov-Phillips (cujo caso extra-dimensional foi obtido no final da sec¢ao
anterior).

1.4.1. Proposicao

Sejam M, N variedades com M aberta e T uma distribuicao em N. Consi-
dere-se o fibrado trivial p: E := M x N — M e a distribuicao induzida, 7/,
em M x N da distribui¢cao T pela projeccao M x N — N no segundo factor.
Entéao a relagao TR, em E satisfaz o principio-h paramétrico.

Demonstracao. Esta proposicao segue imediatamente da proposicao 1.1.57
pois a relacdo 7R, é aberta e Diff(M)-invariante. [ |

Observe-se que, nas condi¢oes da proposicao acima, tem-se um diagrama
comutativo (ver discussao no final da secgao anterior)

-1
Sol'(TR,) —L— TUTR,)

ZZT ZZT
Ch(M,N;7) 4 Te(TM,TN;T)
e portanto, d : C+ (M, N;7) — Tr(TM,TN;7) é uma equivaléncia de ho-
motopia fraca. Para enunciar o teorema de transversalidade de Gromov-
-Phillips da forma usual, reformulamos ligeiramente esta afirmacgao. Seja
v(7) o fibrado normal a 7 (v(7) := TN/7) e m : TN — v(7) a projeccio.
Entao a aplicacao
7y Te(TM,TN;7) — Tr(TM,v(r);0)
Fr—mm  sgoF

(onde 0 representa o sub-fibrado vectorial trivial — de dimensao zero — de
v(7)) é uma equivaléncia de homotopia: tomando um isomorfismo

a:7Tov(r) > TE

tem-se uma aplicacao (em que i ¢ a composta v(7) <> 7 ® v(7) —> TE):
iy :Tr(TM,v(r);0) — Tr(TM,TN;T)
Fi iof
tal que Ty o iy = id1y(Tau(r)0) € ix © Tx € homotdpica a idryrarrnir)
(como se verifica facilmente). Sendo assim tem-se que a aplicagdo 74 o d :
CL(M,N;7) — Tr(TM,v(7);0) é uma equivaléncia de homotopia fraca.
Provou-se entao o seguinte teorema.

1.4.2. Teorema (Gromov-Phillips)
Sejam M, N variedades com M aberta e T uma distribuicio em N. A
aplicacao
Ch(M,N;7) — Te(TM, v(7);0)
fr———>modf
(onde m : TN — v(7) é a projec¢ao sobre o fibrado normal a T) é uma

equivaléncia de homotopia fraca.
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Observe-se que este teorema tem como casos particulares os teoremas
1.1.59 e 1.1.60 (tomando para 7 a unica distribuicdo de N de dimensao zero;
no caso em que dim M < dim N resulta o teorema 1.1.59 e no caso em que
dim M > dim N resulta o teorema 1.1.60).

A aplicacao seguinte que damos do principio-h refere-se a existéncia de
estruturas simplécticas em variedades abertas. Para isso é necessario o
seguinte lema cuja demonstragao é simples e deixada ao cuidado do leitor
(alternativamente, pode consultar a demonstracao em Geiges [2], lema 2.4).

1.4.3. Lema
Seja B uma variedade e considere-se o fibrado cotangente de B, p : F :=
T*B — B. Entao existe um diagrama comutativo natural

ED PooA2rxp

N

id
1%33

em que D é definido por:

D: EW s A2T*B
Ja(r) > (da),

Além disso, D : EM) — A2T*B é um morfismo sobrejectivo de fibrados
vectoriais e também é um fibrado afim.

Consideremos entao o fibrado cotangente p : E := T* B sobre uma va-
riedade B de dimensao 2n (n € N). O lema anterior permite-nos definir a
seguinte relacao diferencial de ordem 1 em F (D é como no lema acima):

R:={j e BV : (D(j))" # 0}

Esta relacao é aberta pois {& € A2T*B : a # 0} é aberto em A?T*B. E
também facil ver da defini¢ao de D que R é Diff(B)-invariante. Basta con-
siderar a seguinte extensao continua natural para E: & : Diff B — Diff(E)
que a um difeomorfismo f € Diff(B) de U para V (com U, V abertos de B)
associa

(f): p N U) ———=p 1(V)
THBS 0> fya = (daf)ya

Por outro lado, como D é um fibrado afim sobrejectivo (e portanto a fibra é
homeomorfa a R¥ para alguma k € N e em particular é contractil), conclui-
-se que D restringe a uma equivaléncia de homotopia fibrada (sobre B)
entre R e {a € A2T*B : a # 0}. Em particular, tem-se que D induz uma
equivaléncia de homotopia entre IT'°(R|B) e o espaco das seccoes continuas
de {a € A2T*B : a # 0} — B, isto é, {a € T°(A?T*B) : o™ nio se anula}.
Desta discussao conclui-se a seguinte proposicao.

1.4.4. Proposigao
Seja B uma variedade aberta de dimensao 2n (n € N). Entao a aplicacao

d:{a e THT*B) : (da)™ nao se anula} —> {a € T°(A*T*B) : o™ nao se anula}

ot do
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(nos espacos acima consideram-se as topologias fracas-C' e C°, respectiva-
mente) é uma equivaléncia de homotopia fraca.

Demonstragao. Pela discussao anterior (tomando R como acima) sabemos
que R é aberta e Diff(B)-invariante pelo que o teorema 1.1.57 garante que
g1 SolY(R|B) — T(R|B) é uma equivaléncia de homotopia fraca. Por
outro lado, sabemos também que D induz uma equivaléncia de homotopia
I'%(R|B) — {a € T°(A%T*B) : o™ ndo se anula} e portanto a composta

d:Sol'(R|B) — {a € T°(A’T*B) : a" nao se anula}
ot da

é uma equivaléncia de homotopia fraca (a composta é d pois D o j! = d por
definicdo de D). O resultado segue agora do facto de Sol'(R|B) = {a €
I''(E) : (da)™ ndo se anula}. [ |

O teorema seguinte é uma consequéncia simples da proposi¢ao anterior.

1.4.5. Teorema (Gromov)

Seja B uma variedade aberta. Entao B admite uma forma simpléctica sse
admite uma forma-2 continua nao degenerada (isto é, um elemento o €
I'9(A2T*B) tal que o™ nao se anula). Mais precisamente, qualquer forma-
-2 continua nao degenerada em B é homotépica através de formas-2 nao
degeneradas a uma forma simpléctica.

Demonstragao. Obviamente, se B admite uma forma simpléctica, também
admite uma forma-2 nao degenerada. Por outro lado, pelo teorema anterior,
sabemos que se B admite uma forma-2 continua nao degenerada, «, entao
existe uma forma-1 3 € I''(T*B) tal que dj3 é ndo degenerada e homotépica
em {w € T°(A2T*B) : w" nao se anula} (com a topologia fraca-C!) a a.
Entdo, aproximando 3 (na topologia forte-C* em T''(T*B)), obtemos uma
forma-1 v suave em B tal que dv é nao degenerada e homotodpica através de
formas nao degeneradas a df e portanto também a «. Em particular, dv é
uma forma simpléctica (exacta) em B que ¢ homotdpica (através de formas
nao degeneradas) a a. |
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2. '-ESTRUTURAS

As T-estruturas (como referido na introdugao) sao tteis para obter (sob
determinadas condigbes) uma classificacao topoldgica de estruturas geomé-
tricas sobre variedades em termos de classes de homotopia de aplicagoes
para um espagco classificante. Isto permite formular determinados problemas
de integrabilidade em termos “puramente topolégicos”, nomeadamente, em
problemas de levantamento de (classes de homotopia de) aplicagoes.

Alguns exemplos tipicos de problemas de integrabilidade em geometria
sao:

e Quando é que uma distribuicdo numa variedade é homotépica a uma dis-
tribuicao integrével (ou seja, que provém de uma folheacao na variedade)?

e Quando é que uma estrutura quasi-complexa numa variedade é homoté-
pica (por estruturas quasi-complexas) a uma estrutura quasi-complexa
integravel (isto é, que estd associada a uma estrutura complexa)?

e Quando é que uma forma-2 nao degenerada se pode deformar (através de
formas nao degeneradas) numa forma-2 nao degenerada e fechada (isto

é, numa forma simpléctica)?

Neste capitulo segue-se de muito perto a exposicao de Haefliger [6]. Na
verdade, é recomendado que o leitor consulte essa exposicao, pois é mais
completa que a apresentada neste texto (a presente exposicao é, para todos
os efeitos, um resumo da exposigao em Haefliger [6]). Outra referéncia do
mesmo autor sobre este assunto é o artigo de Haefliger [5].

2.1. Classificagao de I'-estruturas.
Antes de se poder dar a definicao de I'-estrutura, é necessario introduzir o
conceito de grupdide topoldgico.

2.1.1. Definigao
Um grupdide topoldgico I' é um grupdide (pequeno) — isto é, uma categoria
(pequena) em que todos os morfismos sao isomorfismos — em que os con-
juntos de morfismos de I', Homr, e conjunto dos objectos de I', Obr, sao
espacos topoldgicos tais que:
e as aplicagoes dr, cr : Homp — Obr (que a cada morfismo associam, res-
pectivamente, o seu dominio e o seu codominio) sao continuas e abertas.
e a aplicacao de composicao
mr : Homr X oy, Hompr — Homr
(f,9) ————fog
(onde Homr x op. Homr = {(f,¢) € Homr x Homr : ¢r(g) = dr(f)}) é
continua.
e a aplicacao de inversao
inur : Hompr — Homp
fr—f"
é continua.
e a aplicacao
idr : Obp — Homp
T ——> id,
é continua.
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Um morfismo entre grupéides topolégicos, I' e A, é um functor entre I' e A
tal que as aplicag¢oes induzidas nos objectos e nos morfismos sao continuas.

2.1.2. Observacgao
Observe-se que o mapa idr é um homeomorfismo de Obr sobre o subespaco
de Homr constituido pelos morfismos identidade de I.

2.1.3. Observacgao
A composicao num grupdide topoldgico I' sera daqui em diante indicada com
notacao multiplicativa: a composicao de dois morfismos f, g de I" escrever-

-se-a fg.

2.1.4. Exemplo
Um grupo topoldgico é naturalmente um grupdide topoldgico com apenas
um objecto.

2.1.5. Exemplo
O exemplo de grupdide topoldgico mais usado no seguimento € o de grupoide
topolégico I'g associado a um pseudo-grupo (ver definigao 1.2.17) S de
difeomorfismos de R"™ (n € N). Define-se Obr, = R"™ (enquanto espaco
topolégico). Dados f € Diff(R™) e x no dominio de f, indica-se por f* o
germe de f em z. Entao define-se Homr, como sendo o conjunto dos germes
f* para f € S e x no dominio de f (para f e = nestas condigoes define-se
crg(f*) = x e drg(f*) = f(z)). Além disso, a topologia em Homrg ¢ a
maior topologia para a qual as aplicacoes
U——> HOmrS
x> f*

sao continuas para f € S com dominio num aberto U de M. De forma
equivalente, os conjuntos { f* : z € U} para f € S com dominio num aberto
U de M formam uma base para a topologia de Homr,. As aplicagoes crg e
dr,, sao homeomorfismos locais. Em particular, temos que as secgoes locais
de crg : Hompg, — ObI'g coincidem localmente com z +— g¢* para algum
ges.

Dado um pseudo-grupo de difeomorfismos de R" (n € N), S, temos um
morfismo de grupéides topolégicos I's — GL(n,R)

I's — GL(TL, R)
[r——daf

Além disso, se S, T sao pseudo-grupos de difeomorfismos de R"” com S C T
entao tem-se que Homrg ¢ um aberto de Homr,..

Alguns dos exemplos importantes de pseudo-grupos de difeomorfismos de
R? (q € N) sao:

e para ¢ par, o subconjunto de Diff(R?) constituido pelos difeomorfismos
simplécticos entre abertos de R (para a forma simpléctica usual em R?)
que se designard por AutSp(q).

e para ¢ = 2n (com n € N), o subconjunto de Diff(R?) constituido pelos

difeomorfismos holomorfos entre abertos de R? = C™, que se designard
de AutC(n).

A definicao de I'-estrutura consiste agora numa generalizacao 6bvia do
conceito de fibrado principal (localmente trivial) ao caso mais geral de um
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grup6ide (como referido num dos exemplos anteriores, um grupo topoldgico
é um grupdide topoldgico de forma natural).

2.1.6. Definigao

Sejam I' um grupdide topolégico e X um espago topolégico. Entdao um
cociclo em I' sobre uma cobertura aberta (U;); € I (I um conjunto) de X
associa a cada i, j € I uma aplicagao continua vy; j : U;NU; — Homr tal que

YV o k(@) =7i(@)a(@)

IEUiﬂUjﬂUk

para quaisquer i,j,k € I (em particular, ;; toma valores nos morfismos
identidade de " para qualquer i € I — e induz entdo um mapa (idr) 1 o~;; :
U; — Obr). Indica-se um tal cociclo por ((Us)ier, (Vi j)ijer)-

Dois cociclos ((Us)ier, (Vi j)ijer)s ((Vi)ies,(Nij)ijes) em I' sobre X sao
equivalentes se existirem aplicag¢oes continuas d;; : U; N'V; — Homr para
quaisquer ¢ € I, j € J tais que:

\V/ 5i7j(‘r))‘j,k(x) = 6z,k(l')

xGUiﬁV}ﬂVk

Y vii@)d(e) = 6i(x)
x€U;NUNV;
para quaisquer i,l € I e j,k € J.
Uma I'-estrutura em X é uma classe de equivaléncia de cociclos em I sobre
X. Uma I'-estrutura em X diz-se numeravel se for a classe de equivaléncia
de um cociclo em T' sobre uma cobertura aberta numerdvel de X 2.

Como é imediato da definicao acima, se I' é um grupo topoldgico, as
I-estruturas (numeraveis) sobre um espago X estdo em correspondéncia
biunivoca (natural) com as classes de isomorfismo de I'-fibrados principais
localmente triviais (numeraveis) sobre X (ver Husemoller [10], nomeada-
mente as secgoes 5.2 e 5.3).

2.1.7. Exemplo
Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R (n € N). Seja

((Us)ier, (Vig)iger)

um cociclo em I'g sobre um espago X. Entao as aplicagoes f; := (idp S)*lo%,i
para i € I sdo tais que dados i, j € I se tem que ; j(«) é um morfismo entre
fi(x) e fi(x) para x € U; N U;. Mas dado x € U;NUj e sendo g € S
um representante do germe +; j(x) temos que (visto que a aplicagao (U é o
dominio de g)

U——> HOHlFS

r—>g°
¢ continua e tem como imagem um aberto de Homr, — ver exemplo 2.1.5)
gli) = 74, (y) para y nalguma vizinhanca de x em X. Em particular gliw

12Uma cobertura aberta, U, de um espago topolégico X diz-se numeravel se existir uma

parti¢do da unidade (localmente finita), ¥, em X subordinada a U (isto é, para qualquer
o €3, existe U € U tal que 0—1(]0,1]) C U).
66



¢ um morfismo entre f;(y) e f;(y) para y nalguma vizinhanga de z. Isto é o
mesmo que dizer que:

gofi=1ri
nalguma vizinhanca de .

Assim, concluimos que dados ¢,j € I e x € U; N Uj, existe g € S definido
numa vizinhanca de f;(z) tal que

gofi=1ri
nalguma vizinhanca de z em X. Em particular, se as aplicagoes f; forem

abertas para ¢ € I, concluimos que o cociclo é inteiramente determinado
pelas aplicacoes f; para i € 1.

Veremos mais tarde como alguns tipos de estruturas geométricas (como
por exemplo, estruturas simplécticas, estruturas complexas ou folheagoes em
variedades) correspondem a I'-estruturas, ou mais precisamente, I'-folhea-
¢oes (para algum grupdide topoldgico T').

2.1.8. Definicao

Dada uma funcao continua f : X — Z entre espacos topolégicos e dado um
cociclo ¢ = ((Us)ier, (Vi,j)i,jer) (I um conjunto) num grupéide topolégico T
sobre Z, define-se o pullback f*c := ((f~(U:))ier, (vij © f)ijer). Se T é
uma I'-estrutura em Z representada por um cociclo ¢ entao o pullback de 7
por f, f*r, é a I'-estrutura em X representada pelo cociclo f*c.

2.1.9. Observacgao
Observe-se que, nas condi¢oes da definicao acima, se T é numerdvel entao
f*7 também é numerdvel.

2.1.10. Definicao

Seja X um espago topoldgico e sejam 1y e 11 '-estruturas em X (onde T’
é um grupoide topoldgico). o e T dizem-se (numeravelmente) homotépicas
se existir uma I-estrutura (numerdvel), 7, em X x [0,1] tal que ifT=m) e
ifT=r1 (onde

ir: X — X x[0,1]
r — (z,1)

parat € {0,1}).

2.1.11. Observagao

No caso de um grupo topolégico GG, sabemos que duas G-estruturas nume-
ravelmente homotdpicas sao na verdade iguais (ver Husemoller [10]). Tal
afirmacao nao é verdadeira em geral para grupéides topoldgicos.

2.1.12. Observagao

Dadas aplicagées continuas f,g : X — Z homotdpicas e uma I'-estrutura
(para um grupdide topoldgicoT') T em Z, é imediato da defini¢ao acima que
f*7 e g*1 sao I'-estruturas homotdpicas em X. Se T for numerdvel, entao
f*7 e g*7 sao numeravelmente homotdpicas.

Considere-se agora um grupédide topolégico I'. Se f : X — Z é uma
aplicacao continua entre espacos topoldgicos e 7y, 71 sao I'-estruturas ho-
motdpicas em Z entdo f*7y é homotdpica a f*7y.
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Dado um grupdéide topolégico I', para cada espago X, o conjunto das
classes de homotopia numeréavel de I'-estruturas numeréaveis em X designam-
-se por Str(X). Pela observacao feita no pardgrafo anterior, é facil concluir
que Str constitui um functor contravariante Zop — Set (na verdade, pela ob-
servagao 2.1.12, Str define um functor da categoria dos espagos topoldgicos
e classes de homotopia de fungoes continuas para Set).

Obtém-se entao o seguinte teorema de classificacao de classes de homo-
topia numeravel de I'-estruturas.

2.1.13. Teorema
Dado um grupdide topolégico ', o functor Str é naturalmente isomorfo ao
functor [—, BT'| para algum espaco topoldgico BT

2.1.14. Observacao

A BT como no teorema anterior (ignorando a nao unicidade de um tal espago
— tal espago estd no entanto definido a menos de equivaléncia de homotopia)
é usual chamar-se o espaco classificante de I'.

Nao se faz aqui a demonstracao deste teorema. No entanto, fazemos uma
discussao de duas possiveis maneiras de o mostrar.

e Uma forma de demonstrar um resultado préximo do anterior (o resultado
analogo ao anterior na categoria dos complexos-CW em vez de na catego-
ria dos espacos topolégicos — este resultado é suficiente para as aplicagoes
usuais) consiste em usar o teorema de representatividade de Brown (ver
Hatcher [8]) que permite determinar em que condigbes um functor con-
travariante da categoria de homotopia dos complexos-CW pontuados para
Set é naturalmente isomorfo ao functor [—, Z]4 para algum complexo-CW
pontuado Z.

e Uma demonstracao construtiva do teorema acima consiste em construir
um modelo para BI' (para um grupéide topolégico I') e uma I'-estrutura
numeravel, wr, em BI' e provar directamente que para cada espago
topoldgico X a aplicagao

X, BT] — Str(X)
f—— f*(wr)

é uma bijeccao. A construcgao usualmente efectuada para grupos topoldgi-
cos com vista a classificar fibrados principais (construgao de Milnor —
ver Husemoller [10]) generaliza praticamente sem alterages ao caso de
grupdides topoldgicos (ver Haefliger [6]). A propdsito de construcoes de
espacos classificantes (e nao s6), uma referéncia muito interessante é o
artigo de Segal [16]'% que faz uma abordagem mais abstracta a estas (e
outras) construgoes que generaliza de forma 6bvia ao caso de grupdides
topoldgicos.

Sendo I" um grupdide topoldgico, observe-se que a funcao identidade
idpr corresponde pela bijeccao BT, BT'] ~ Str(BI') a um elemento wr €

130 leitor interessado poderd também reparar nas defini¢Ges categoriciais que Segal
apresenta no seu artigo para G-fibrados principais (localmente triviais) com G um grupo
topoldgico. Estas definigoes generalizam trivialmente ao caso de grupdides topolégicos
resultando no conceito de I'-estruturas.
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Str(BT') tal que o isomorfismo do teorema entre Str e [—, BI'| é dado por
(pela naturalidade do isomorfismo do teorema):

[X, BI] — Str(X)
f—— f*(wr)
A um elemento wr € Str(GI') como acima chama-se uma I'-estrutura uni-
versal em BT

2.1.15. Definicao

Seja ¢ : I' = A um morfismo entre grupdides topoldgicos. Entao dado um
espago X e um cociclo ¢ = ((U;); € I,(7ij)ijer) em I' sobre X, ¢ induz o
seguinte cociclo em A sobre X: oy c = ((U;)i € I, (¢ 07ij)ijer). Dada uma
I'-estrutura 7 em X representada por um cociclo ¢, define-se o push-forward
de T por @, w47, como sendo a A-estrutura em X representada pelo cociclo

PxC-

2.1.16. Exemplo

Dado um pseudo-grupo de difeomorfismos de R™ (n € N), S, temos um
morfismo ¢ : I's — G (para algum subgrupo G de GL(n,R)) induzido por
derivacao (ver exemplo 2.1.5). Se for 7 uma I'-estrutura num espago X,
entdo p47 é uma G-estrutura, isto é, um G-fibrado principal (localmente
trivial) sobre X. O fibrado vectorial associado a este G-fibrado principal
designa-se por v(1).

A definigao de push-forward por um morfismo ¢ : I' — A entre grupéides
topoldgicos passa as classes de homotopia (numeravel) de T'-estruturas (nu-
meraveis) e A-estruturas induzindo uma transformagao natural Stp — Stp
e portanto uma transformacao natural [—, BI'| — [—, BA] que corresponde
pelo lema de Yoneda (aplicado & categoria dos espagos topoldgicos e classes
de homotopia de aplicagbes continuas) a uma aplicagao By : BI' — BA.
Observe-se que para as construcoes acima referidas dos espacos classificantes,
este morfismo é na verdade uma aplicacao construida directamente de forma
natural a partir de .

2.2. Classificagao de I'-folheagoes.

O conceito de I'-estrutura é muito geral e o teorema de classificacao obtido
nao é suficientemente restritivo de forma a ser 1util na formulagao de pro-
blemas de integrabilidade como referido no inicio deste capitulo. Para isso
¢ mais adequado o conceito de I'-folheacao.

2.2.1. Definigao

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? com q € N (em particular,
I's é um sub-grupdide topoldgico aberto de I'pif(rae)). Uma I's-folheagao
numa variedade B é uma I'g-estrutura que € representada por um cociclo
((Ui)ier, (Vij)ijer) tal que as aplicagdes fi := (idrg) ™t o~ : Uy — RY sdo
submersoes para i € I.

2.2.2. Observagao

Nas condi¢oes da defini¢ao acima, e em vista do exemplo 2.1.7 (visto que

neste caso as aplicagoes f; para i € I sao abertas), temos que as aplicagoes

fi para i € I determinam completamente a I'g-folheacao. Por outro lado,

qualquer conjunto de submersoes f; : U; — R? para i € I (sendo (U;)ier —
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I um conjunto — uma cobertura aberta de B) determina uma I'g-folheagao
desde que parai,j € I e x € U; NU; existe g € S tal que g esta definido
numa vizinhanca de x e

fi=golf;
nalguma vizinhan¢a de x em B (note-se que o cociclo para a I'g-folheacao
assim construida estd definido nalgum refinamento de (U;)ier).

Em conclusao, dar uma I'g-folheacao B é equivalente a dar uma familia
de submersoes f; : U; — R? (para alguma cobertura aberta (U;);c; de B)
tais que para quaisquer i,j € I e x € U; N Uj, existe g € S definido numa
vizinhanca de x tal que

Ji=gof;
numa vizinhanga de x (informalmente, pode enunciar-se esta propriedade
dizendo que as fungées de transicao entre os f;’s (i € I) tém germes em S).

Em particular, uma T"g-folheacdo, T em B determina uma folheacao (de

codimensao q) Fr em B (note-se que, pelo paragrafo anterior, dar uma

I'pit(ra)-folheagao em B é o mesmo que dar uma folheagao de codimensao
q em B).

2.2.3. Exemplo
Sendo B uma variedade de dimensao n, em vista da observagao anterior,
temos que:

e dar uma estrutura simpléctica em B é equivalente a dar uma I'ayisp(n)-
-estrutura em B (n par).

e dar uma estrutura complexa em B ¢é equivalente a dar uma I'pyic(p)-
-estrutura em B (onde n = 2p).

e dar uma folheacao de codimensao ¢ € N em B é equivalente a dar uma
I'pitr(ra)-estrutura em B.

Mais geralmente, tem-se (em principio) que qualquer estrutura geométrica
determinada & custa de atlas (e propriedades das fungoes de transi¢ao) para
uma variedade pode ser dada de forma equivalente por uma I'g-estrutura
para um pseudo-grupo adequado de difeomorfismos de R¥ (para algum k €
N).

2.2.4. Definigao

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (¢ € N). Duas I'g-fo-
lheacoes, 19 e 11, numa variedade sem bordo B dizem-se integralmente ho-
motdpicas se existir uma I'g-folheagao, 7, em B x [0,1] tal que (ig)*1 = 19
e (i1)*1 =11 (onde

i X —> X x [0,1]
r——> (z,1)

para t € {0,1}) e tal que a folheacao em B x [0,1] associada a T (ver
observagao 2.2.2) é transversal a Bx {t} (abrevia-se esta propriedade dizendo
que T é transversal a B x {t}) para t € [0, 1].

Com este conceito de homotopia de I'-folheagoes, é compreensivel que o
teorema de transversalidade de Gromov-Phillips seja fundamental na de-
monstragao do seguinte teorema de classificacao de I'-folheagoes.
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Dado um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (com ¢ € N), seja wry
uma ['g-estrutura universal em Bl'g.

2.2.5. Teorema

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (com q € N) e seja B uma
variedade aberta sem bordo. Existe uma bijec¢ao (natural) entre as classes
de homotopia integravel de I'g-folheacoes em B e o conjunto das classes de
homotopia de morfismos de fibrados vectoriais TB — v(wrg) (ver exemplo
2.1.16) epimorficos fibra a fibra, isto é, mo(Epi(T B, v(wry))).

Antes de comecar a demonstracao do teorema precisamos de fazer algumas
observacoes e também de um lema cuja demonstragdao pode ser encontrada
em Haefliger [5] (pagina 188) onde se observa que o lema é um caso particular
do teorema 1 da seccao IV.3 de Haefliger [4].

2.2.6. Observagao

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (¢ € N). Recorde-se
que a cada I'g-estrutura, 7, num espaco se associa um fibrado vectorial
v(7) (ver exemplo 2.1.16). Se T for uma I"g-folheagao numa variedade B, é
elementar concluir da descri¢ao (de uma T'g-folheacao) dada na observagao
2.2.2 que o fibrado normal a folheacao F1 (folheagao em B associada a T),
v(F(r)) == TB/T(Fr), é naturalmente isomorfo a v(7). Em particular, se o
homomorfismo (induzido por derivagao) I's — GL(q,R) tiver imagem num
subgrupo G de GL(q,R), entao tem-se que o fibrado normal a folheacao Fr
admite uma redugao do grupo de estrutura de GL(q,R) a G.

2.2.7. Lema

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (¢ € N). Se M é uma
variedade e T é uma I'g-estrutura em M entao existem uma variedade N,
uma I'g-folheacao 7 em N e uma aplicacao continua f : M — N tal que

X =r.
Demonstragdo do teorema 2.2.5. A demonstracao deste teorema é aqui ape-
nas esbocada e os seus pormenores sao deixados ao cuidado do leitor.

Seja 7 uma I'g-folheacdo em B. Seja ainda 7 o epimorfismo fibra a fibra
dado pela composta

TB — v(F1) =—=vT

(a ultima igualdade deriva da observagao 2.2.6). Seja ainda f : B — BIl'g
uma aplicacao tal que 7 = f*wry (isto é, f classifica 7). Naturalmente
associado a f tem-se (por defini¢ao do fibrado vectorial associado a uma I'g-
-estrutura) um morfismo de fibrados vectoriais p : v(7) — v(wrg) que cobre
f : B — BI'g e que é um isomorfismo fibra a fibra. A aplicacao referida
no enunciado do teorema associa a 7 a classe de equivaléncia de p o m em
mo(Epi(TB, v(wry)))- E facil ver que esta aplicacao estéd bem definida.

Prova-se apenas a sobrejectividade da aplicacao. A prova da injectividade
segue argumentos semelhantes e é deixada ao cuidado do leitor.

Seja entao a : T'B — v(wrg) um morfismo de fibrados vectoriais epimér-
fico em cada fibra e seja f : B — Bl'g a aplicag@o coberta por «. « induz
entao um epimorfismo fibra a fibra o/ : TB — f*(v(wry)). Pelo lema acima,
existe uma variedade F, uma I'g-folheacao 7 em F e uma aplicacao continua
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g: B — E tal que g*7 = f*wpr, de onde segue que g*(v(7)) = f*(v(wry)).
Assim tem-se um epimorfismo fibra a fibra eg : TB — v(F7) dado pela
composta

TB - f*(u(wry)) = g*(v(r)) — v(r) = v(Fr)

sobre a aplicagao g : B — E. Como v(F) é um sub-fibrado de T'E, pelo teo-
rema da transversalidade de Gromov-Phillips (teorema 1.4.2) tem-se que g é
homotdpico a uma aplicagao (que se pode supor suave, usando aproximacao
por aplicagoes C*°) h : B — E transversal a F7 tal que o epimorfismo fibra
a fibra

(13) B % TE > y(Fr)

representa o mesmo elemento de 7o (Epi(TB, v(wrg))) que eg. Sendo assim,
a D-folheacao h*7 (h*7 é uma I'-folheagdo pois o morfismo em (13) é um
epimorfismo em cada fibra) é tal que a sua imagem pela aplicagao referida
no enunciado é o morfismo « inicial. Conclui-se que a aplicacao referida no
enunciado ¢é sobrejectiva como se pretendia mostrar. |

2.2.8. Observagao
Observe-se que o teorema de transversalidade de Gromov-Phillips (teorema
1.4.2) é fundamental na demonstragao do teorema acima.

Este teorema de classificacdo de I'-folheacoes é bastante mais util do
ponto de vista geométrico que o teorema de classificacao de I'-estruturas.
Para corroborar esta afirmacao procurar-se-a agora reformular o teorema de
classificacao de I'-folheagoes de forma a ser possivel usé-lo em problemas de
integrabilidade.

2.2.9. Definigao

Seja G um subgrupo de GL(q,R) para algum q € N. Uma G-estrutura no
fibrado tangente T'B a uma variedade B é um sub-fibrado vectorial de rank
q, E, de TB e uma redugao do grupo de estrutura de E de GL(q,R) a
G. Duas G-estruturas em T B, E e F, dizem-se homotdépicas se existir um
morfismo de fibrados vectoriais

Ex[0,1 > TB

l

Bx[0,1] 2> B
(onde pr : B x [0,1] — B é a projec¢ao no primeiro factor) injectivo fibra
a fibra tal que F o iy é a inclusdo de E em TB e F oi; = io f (onde
i: F — B é a inclusao) para algum isomorfismo de G-fibrados vectoriais
sobre B, f : E — F — onde

i E— Ex[0,1]

x — (z,1)

parat € {0,1}.

2.2.10. Exemplo
Alguns exemplos simples do conceito anterior sdo bastante comuns em geo-
metria (seja n € N):
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e uma GL(n,R)-estrutura em 7B para uma variedade B é o mesmo que
um sub-fibrado de rank n de T'B.

e dar uma GL(n,C)-estrutura (considera-se GL(n,C) como um subgrupo
de GL(2n,R)) em T'B para uma variedade B de dimensao 2n é equiva-
lente a dar uma estrutura complexa no fibrado tangente a B (note-se que
a estrutura nao tem que ser suave pelo que nao corresponde necessaria-
mente a uma estrutura quasi-complexa em B).

e dar uma Sp(n)-estrutura (Sp(n) é o subgrupo de GL(n,R) constituido
pelas transformacoes lineares que que preservam a forma simpléctica
usual em R™) em T'B para uma variedade B de dimensao n par é equi-
valente a dar uma forma-2 (continua) nao degenerada em B.

Dados um subgrupo G de GL(q,R) (¢ € N) e n € N com n > ¢ considere-
mos (daqui em diante) a aplicagao & : BGx BGL(n—q,R) — BGL(n,R) in-
duzida pela composta da inclusao GxGL(n—q,R) — GL(q, R)xGL(n—q,R)
com a aplicagao canénica GL(q,R) x GL(n — q,R) — GL(n,R). Supomos,
sem perda de generalidade, que @ é uma fibragao (podemos sempre substi-
tuir @ por uma fibracao sem alterar o tipo de homotopia dos espagcos envolvi-
dos). Entao, se for B uma variedade de dimensao n e t : B — BGL(n,R)
uma aplicagdo que classifica o fibrado tangente TB — B, tem-se que o
conjunto das classes de homotopia de G-estruturas em T'B esta em bijecgao
(natural) com o conjunto das classes de homotopia de levantamentos (¢ como
no diagrama abaixo) de t a BG x BGL(n — ¢q,R) através de @ (isto é,
mo({t € C(B, BG x BGL(n—q,R)) : @ ot = t}) — considera-se a topologia
compacta aberta)

BG x BGL(n — q,R)
7

T .-
- 52

B-' > BGL(n,R)

(deixa-se ao cuidado do leitor a descrigao explicita da bijeccao referida acima
e a verificagao simples de que ¢, de facto, uma bijeccao).

Seja agora dado um pseudo-grupo S de difeomorfismos de R? e suponha-se
que a aplicagao induzida por deriva¢ao I's — GL(¢,R) tem imagem em G.
Entao aquela aplicacao induz uma outra aplicagao v : Bl'g — BG. Observe-
-se que v corresponde & aplicacao que classifica v(wprg). Além disso, uma I'g-
-folheagao 7 em B induz uma G-estrutura canénica em T'B, nomeadamente
a inclusao de v(Fr1) em T'B.

Considere-se o diagrama comutativo

Bl's x BGL(n — q,R)

| e

BGL(n,R) <~ BG x BGL(n — ¢,R)

Supde-se no seguimento (sem perda de generalidade) que todas as aplicagoes
no diagrama sao fibragoes.
Podemos agora enunciar um corolario do teorema de classificagao anterior.
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2.2.11. Proposicao

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (com q¢ € N) e seja B
uma variedade aberta sem bordo de dimensao n € N (¢ < n). Seja ainda
t : B — BGL(n,R) uma aplicagao que classifica o fibrado tangente TB — B
de B. Existe uma bijeccao natural entre o conjunto das classes de homotopia
integravel de I'g-folheagbes em B e o conjunto das classes de homotopia de
levantamentos de t para BT's x BGL(n — q,R) (isto é, mo({t € C(B, BI's x
BGL(n—¢,R)): ®o (v xid)ot =t})):

Bl's x BGL(n — q,R)

.7

T \L@o(uxid)
B! > BGLn,R)

Demonstragdo. Déa-se apenas a ideia da demonstracao. O leitor interes-
sado poderd fazer a demonstracao por si ou consultar Haefliger [5] (onde a
demonstragao é feita directamente a partir do teorema de transversalidade
de Gromov-Phillips).

Interessa primeiro caracterizar os levantamentos de t. Estes levantamen-
tos estdo em bijecgao com as classes de equivaléncia de triplos (f,§, h) com
f X — Blg, £ um fibrado vectorial de dimensao n — g sobre B e h
um isomorfismo entre TB e £ & f*(v(wry)) (sendo que dois triplos destes,
(fo,&0,ho) e (f1,&1,h1), dizem-se equivalentes se existem uma homotopia
F: X — BT'g com Fy = fy, F1 = f1 (que induz um isomorfismo k entre
ff(v(wryg)) e fi*(v(wrg))), um isomorfismo I entre &y e & e uma homotopia
(através de isomorfismos) entre os isomorfismos hg e hyo(k®1)). Observe-se
que um morfismo de fibrados vectoriais TB — v(wr) sobrejectivo nas fibras
induz um tal triplo. Aplicando o teorema de classificacao 2.2.5 é possivel
obter a conclusao pretendida. |

Este teorema é agora directamente aplicavel a reformular problemas de
integrabilidade em variedades abertas (sem bordo). Na verdade, temos o
seguinte corolario imediato da proposi¢ao anterior e da discussao precedente.

2.2.12. Corolario

Seja S um pseudo-grupo de difeomorfismos de R? (¢ € N). Suponha-se que a
aplicagao induzida por derivagao I's — GL(q,R) tem imagem no subgrupo
G de GL(q,R). Seja B uma variedade aberta sem bordo de dimensaon € N,
t: B — BGL(n,R) uma aplicagao classificando o fibrado tangente de B e
t: B — BG x BGL(n — ¢,R) um levantamento de t (que classifica uma
G-estrutura s em TB). Entao s é homotdpica a uma G-estrutura em TB
induzida por uma I'g-folheacdo sse a aplica¢do ¢ admite um levantamento a
Bl's x BGL(n — q,R).

BI's x BGL(n — ¢q,R)

7

///// \Luxid

B Zi> BG x BGL(n — ¢,R)

T

BGL(n,R)
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Demonstragdo. Como referido acima, a conclusao segue imediatamente da
proposicao anterior e da discussao precedente apds observar que a aplicagao
v x id é tal que se um levantamento f : B — BI's x BGL(n — ¢,R) de t
classifica a (classe de homotopia integrével da) I's-estrutura 7, entao (v x
id) o f classifica a (classe de homotopia da) G-estrutura em T'B induzida
por T. |

Consideremos primeiro o problema que consiste em descobrir se uma
forma-2 nao degenerada numa variedade pode ser deformada (através de
formas-2 nao degeneradas) numa forma simpléctica. Pelo coroldrio anterior,
este problema pode ser reformulado da forma que se descreve a seguir. Seja
B uma variedade aberta sem bordo (¢é facil eliminar a condigao de B ter
bordo vazio) de dimensao n € N par. Sabe-se que uma Sp(n)-estrutura
em T'B é o mesmo que uma forma-2 (continua) ndo degenerada em B (ver
exemplo 2.2.10) e é facil ver que a nogao de homotopia de Sp(n)-estruturas
coincide através desta identificagdo com o conceito 6bvio de homotopia para
formas-2 nao degeneradas. Segue do coroldrio acima que se o é uma forma-
-2 nao degenerada em B cuja Sp(n)-estrutura em 7B correspondente, s, é
classificada por uma aplicagao f, : B — BSp(n), entao s é homotépica a
uma Sp(n)-estrutura em 7B induzida por uma I’ AutSp(n)-folheagao em B
sse f, admite um levantamento:

BFAutSp(n)

4
.
L7 \LV
.

JREELEN BSp(n)

Usando a identificagdo de AutSp(n)-estruturas em B com estruturas sim-
plécticas em B (ver exemplo 2.2.3), é facil concluir que s é homotépica a uma
Sp(n)-estrutura em T'B induzida por uma I'aygp(n)-folheacio sse o é ho-
motdpica através de formas nao degeneradas a uma forma simpléctica. Em
particular, existe um levantamento para f, sse a é homotodpica por formas
nao degeneradas a uma forma simpléctica.

Desta forma, transformdmos o problema de integrabilidade de formas-2
nao degeneradas numa variedade aberta num problema de homotopia. Note-
-se, no entanto, que a resposta a este problema ja foi dada no teorema 1.4.5
que nos diz que qualquer forma-2 nao degenerada numa variedade aberta B
¢ homotopica através de formas nao degeneradas a uma forma simpléctica
em B.

No entanto, este exemplo mostra a importancia de conhecer a conexidade
da aplicagao v.

A proposicao seguinte é um exemplo simples de um célculo da conexidade
dessa aplicacao.

2.2.13. Proposicao
A aplicagao v : Bl'pgr(ray — BGL(q,R) (para q € N) é uma g-equivaléncia.

Demonstragao. Uma I'pjsr(ra)-folheacao numa variedade de dimensao g € o
mesmo que uma folheagdo de dimensao 0 naquela variedade (ver exemplo
2.2.3). Assim, existe uma unica I'pitf(ra)-folheagao numa variedade de di-

mensdo q. Por outro lado, visto que o fibrado tangente a S* x R?~¢ (com
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i €{0,...,q—1}) é trivial tem-se que aquele é classificado por qualquer apli-
cacdo constante cte : S* x R¥™! — BGL(q,R) e portanto, pelo teorema de
classificacao 2.2.5 conclui-se que as classes de homotopia de levantamentos
de cte a Bl'pist(ra)

BI'pitg(ra)

-7
P
P
. 14
P
P

B ——> BGL(¢,R)

estao em correspondéncia biunivoca com as classes de homotopia integravel
de I'pjg(ra-folheagoes em S xRI~1 (observe-se que S? x R~ ¢ aberta e tem
bordo vazio). Em particular (como existe apenas uma I'pjs¢(ra)-folheagao em
St xRI71) temos que existe apenas uma classe de homotopia de levantamen-
tos de cte a Bl'pjrra). Mas as classes de homotopia de levantamentos de
cte a Bl'pitr(ra) estao em bijecgao com as (ou melhor, sdo iguais as) classes
de homotopia de aplicacoes S* x RI~! — F onde F é a fibra de v sobre o
Unico ponto na imagem de cte. Em particular, existe apenas uma classe de
homotopia de aplicacoes S? x RI~! — F e portanto existe apenas uma tinica
classe de homotopia de aplicacoes S* — F para i € {0,...,q— 1} e sendo F
a fibra de v (que é uma fibragao, por hipétese) sobre um qualquer ponto de
BGL(q,R). Assim, a aplicagao v é uma g-equivaléncia. [ |

Para ver mais alguns exemplos de calculos deste tipo, o leitor pode consul-
tar Haefliger [6]. Em certos casos, na verdade, a resposta tem consequéncias
geométricas interessantes. Por exemplo, o seguinte resultado é demonstrado
no artigo de Landweber [12].

2.2.14. Teorema (Landweber)
A aplicagao v : BT pyc(q) — BGL(q,C) (q € N) é uma g-equivaléncia.

A demonstracao deste resultado apresentada no artigo referido acima
passa na verdade por demonstrar um analogo complexo do teorema de
transversalidade de Gromov-Phillips. Do teorema anterior seguem de forma
simples (usando o teorema de classificacdo 2.2.5) os seguintes resultados
interessantes acerca da existéncia de estruturas complexas em variedades
abertas (apresentados no artigo de Landweber [12]).

2.2.15. Teorema (Landweber)
Seja B uma variedade aberta de dimensao 2q (g € N). Se H'(B,Z) = 0
para i € N com 1 > q entao qualquer estrutura quasi-complexa em B é
homotdépica a uma estrutura quasi-complexa integravel (isto é, induzida por
uma estrutura complexa em B).

2.2.16. Teorema (Landweber)

Seja B uma variedade aberta de dimensdo 2q (¢ € N). Se H(B,Z) = 0
para i € N com i > g entao existe uma bijeccao natural entre o conjunto
das classes de homotopia de estruturas quasi-complexas em B e o conjunto
das classes de homotopia integravel de estruturas complexas em B.
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