PARTE I. Fundamentos de Variedades Diferenciaveis

A nogao de variedade diferencidvel formaliza o conceito de um espago que
localmente é como um espago euclidiano, quer do ponto de vista topolégico,
quer do ponto de vista da sua estrutura diferenciavel. Esta nocao é uma
abstraccao das nocGes usuais de curva e superficie em R"™. A geometria
diferencial ocupa-se do estudo das variedades diferencidveis. Veremos que,
por um lado, muitas das construcoes da andlise infinitesimal (i.e., do calculo)
podem ser extendidas do espaco euclidiano a qualquer variedade. Por outro
lado, a andlise global em variedades requer técnicas e métodos novos, e
mesmo as questoes mais elementares resultam muitas vezes em problemas
em aberto.

Nesta primeira série de licoes pretendemos introduzir alguns conceitos el-
ementares, que estao na base da geometria diferencial, e que nos ajudarao a
ficar familiarizados com a nocao de variedade. Os conceitos e ideias princi-
pais a reter sao:

e Na Licao 1: espaco localmente euclidiano e variedade diferencidvel
(os nossos objectos). Aplicagao diferencidvel (os nosso morfismos).
Partigcao da unidade (uma técnica de “colagem”).

e Na Licao 2: vector tangente, espaco tangente (0s objectos infinitesi-
mais) e diferencial (os morfismos infinitesimais).

e Na Ligao 3: classes importantes de aplicacoes diferenciaveis: imersoes,
submersoes e difeomorfismos locais. Subvariedades (os sub-objectos).

e Na Licao 4: variedades mergulhadas. O Teorema de Whitney, que
mostra que toda a variedade é mergulhada nalgum R".

e Na Licao 5: folheagdes (uma particdo de uma variedade em subvar-
iedades), generalizagdo muito 1til da nocao de variedade.

e Na Ligao 6: quocientes de variedades.






LIGAO 1. VARIEDADES E APLICAGOES DIFERENCIAVEIS

Recordemos que R? = {(xl,...,a:d) cxl L at e IR{} designa o espaco

euclidiano de dimensao d. Vamos adoptar a convengao de designar também
por z¢ : RY — R a funcdo coordenada i. Um espaco localmente euclid-
iano de dimensao d é um espago topolégico M em que cada ponto p € M
possui uma vizinhanca U C M homeomorfa a um aberto de R¢.

M
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Ao homeomorfismo ¢ : U — R? chamamos um sistema de coorde-
nadas ou carta, s funcdes ¢' = 2% o0 ¢ chamamos fungoes coordenadas,
e designamos o sistema de coordenadas abreviadamente por (U, ¢). Muitas
vezes escrevemos x' em vez de ¢', e denotamos o sistema de coordenadas
por (U,z',...,2%). Um sistema de coordenadas (U, ¢) diz-se centrado num
ponto p € M se ¢(p) = 0.

Definigio 1.1. Uma estrutura diferencidvel de classe C* (1 < k < oo)
num espaco localmente euclidiano M de dimensdo d, € uma colec¢do de
sistemas de coordenadas C = {(Uy, ¢o) : @ € A} que satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) {Uq : v € A} € uma cobertura aberta de M, i.e., |Jycq Ua = M;
(ii) As fungoes de transicdo ¢, o qbgl sio de classe C* para quaisquer
a,BeA;
(i1i) A colec¢ao C € mazximal: se (U, @) € um sistema de coordenadas com

a propriedade de que ¢ o ¢,' € o 0 ¢! sdo de classe C* para todo o
a € A, entao (U,¢) €C.

A um par (M,C) chamamos uma variedade diferencidvel de dimensdo d.

A uma colecgao de sistemas de coordenadas que satisfaz (i) e (ii) chamamos
um atlas. Para todo o atlas Co = {(Un, o) : @ € A}, existe um tunico at-
las maximal (i.e., uma estrutura diferenciavel) C que o contém: basta tomar
para C a colecgao de todos os sistemas de coordenadas (U, ¢) tais que ¢pog¢?
e ¢ 0 ¢~ ! sdo de classe CF.

Podemos ainda considerar wvariedades analiticas, em que as funcgoes de
transicao sao analiticas, ou variedades compleras, modeladas no espago eu-
clidiano R?¢ ~ C%, em que as funcdes de transicdo sdo funcoes holomorfas.
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Nesta notas, vamos concentrar-nos no estudo de variedades diferenciaveis
de classe C'*°, que chamaremos variedades regulares, variedades suaves, ou
simplesmente variedades. Vejamos alguns exemplos simples.

EXEMPLOS 1.2.

1. A estrutura diferencidvel standard do espago euclidiano R? € a colecgio
de coordenadas mazximal que contém o sistema de coordenadas (R%), onde
i:R?*— R € a aplicacdo identidade.

2. A esfera d-dimensional € o conjunto

d+1

S? = {z e R4 : Z(wZ)Q =1}

i=1

A esfera S* ¢ RY, com a topologia relativa, é um espaco localmente euclidiano:
se N =1(0,...,0,1) ¢ S =(0,...,0,—1) designam os pdlos norte e sul, entio
obtemos dois sistemas de coordenadas (S* — {N},7n) e (S* — {S},7s), onde
TN e mg designam as projecgoes estereograficas por N e S.

S

As fungées de transigdo para estes sistemas de coordenadas sdo C*°. A
estrutura diferencidvel standard na esfera obtém-se considerando a colecgao de
coordenadas maximal que contém estes dois sistemas de coordenadas.
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3. O espago projectivo d-dimensional € o conjunto
P? = {L C R™L: L € uma recta pela origem} .

Podemos identificar P4 com o quociente R4t — {0}/ ~, onde ~ ¢ a relagdo
de equivaléncia:

(°,..., 2% ~ (10, ..., y?Y) se e s se (2°,...,29) = \(3°,...,y%),

para algum nimero real X € R com A # 0. O espago P?, com a topologia
quociente, € um espacgo localmente euclidiano de dimensdao d: designando por

[0 : --- 1 29 a classe de equivaléncia de (2°,...,2%) € R, para cada
a=0,...,n temos um sistema de coordenadas (Uy, o) onde:
Uog = {[2°: 2% : 2% £ 0},
0 a d
d d x x x
bo Uy —RE 20 iz ]H(x—a,,x—a,,x—a)

(o sinal @ significa que omitimos o termo a). As fungdes de transi¢io para
estes sistemas de coordenadas sao C*°. A estrutura diferencidvel standard no
espaco projectivo obtém-se considerando a colecgao de coordenadas mazimal
que contém estes sistemas de coordenadas.

4. Se M € uma variedade d-dimensional com estrutura diferencidvel C e U C
M ¢é um aberto, entao U € uma variedade d-dimensional com estrutura dife-
rencidvel

CU = {(Uoz N U7 (baanﬂU) : (U7 (ba) € C} .

5. Se M e N sao variedades diferencidveis, entao o produto cartesiano M x
N € uma variedade diferencidvel: em M x N consideramos a colec¢ao maximal
que contém os sistemas de coordenadas da forma (Uy X Vg, ¢ X 93), onde
(Ua, 9a) € (Va,103) sao sistemas de coordenadas das estruturas diferencidveis
de M e N, respectivamente. Deve ser claro que dim M x N = dim M +dim N.
De forma andloga, se M, ..., My sao variedades diferencidveis de dimensées
di,...,di podemos definir uma estrutura diferencidvel no produto cartesiano
My X -+ X My, de dimensao dy + - - -+ dy. Por exemplo, o toro d-dimensional
T¢=S! x ... xS! e 0s cilindros R* x S sdo variedades diferencidveis.

Adoptamos, daqui em diante, a seguinte convengao:

Todas as variedades sao Hausdorff e possuem uma base de
abertos contdavel.

Deve-se observar que é, por vezes, interessante estudar variedades nao-
Hausdorff. Estas surgem naturalmente, por exemplo, no estudo de quo-
cientes, como veremos mais tarde na Licdo 6. As variedades que nao pos-
suem uma base de abertos contavel correspondem a situacoes bastante mais
patolégicas, como ilustramos no préximo exemplo.

ExEmpPLO 1.3.

Seja M = R? com a topologia gerada pelos conjuntos da forma U x {y}, onde
U CR éabertoey € R. O espago M € localmente euclidiano, com sistemas de
coordenadas (U x {y}, ¢,), onde ¢y(x,y) = x. Como as fun¢ées de transicdo
sio de classe C™, obtemos uma estrutura diferencidvel de dimensdo 1 em R?
e distinta da usual. Esta variedade nao tem uma base contavel de abertos.
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Definigao 1.4. Sejam M e N wvariedades diferencidveis.
(i) Uma aplicagao f : M — R diz-se uma fungdo diferencidvel se
fog™! € de classe C™, para todos os sistemas de coordenadas (U, ¢).
(i) Uma aplicagao ¥ : M — N diz-se uma aplicagdo diferencidvel se
ToWoo¢ ! éde classe C*, para todos sistemas de coordenadas (U, ¢)

de M e (V,7) de N.

A uma aplicagao diferencidvel ¥ : M — N bijectiva, com inversa difer-
encidvel, chamamos um difeomorfismo.

Para verificar se uma aplicagdo ¥ : M — N ¢ diferencidvel basta verificar
se, para cada p € M, existem sistemas de coordenadas (U, ¢) de M e (V,7)
de N, com p €U e ¥(p) €V, e tais que 7o ¥ o ¢! é de classe C°.

O conjunto das aplicagoes diferenciaveis entre duas variedades M e N
serd designado por C*°(M;N). No caso N = R, o conjunto das fungoes
diferenciaveis f : M — R sera designado por C*°(M) em vez de C*°(M;R).

ExXEMPLOS 1.5.

1. Claramente, a composicao de duas aplicacoes diferencidveis € uma aplicacao
diferencidvel e a aplicagcao identidade M — M € diferencidvel. As variedades
e as aplicacoes diferencidveis formam pois a categoria diferencidvel.

2. Qualquer funcio F : U — R de classe C*>® num aberto Rt 5 U > S¢
induz, por restricdo, uma funcio f : S* — R de classe C*>. Reciprocamente,
toda a funcdo f : ST — R de classe C* ¢ a restricio de wma func¢io F : U — R
de classe C™ definida num aberto R4+ 5 U > S,

3. A aplicacdo 7 : S* — P?¢ definida por:

a(z® .. 2 =202,

¢ uma aplicagio diferencidvel. Qualquer func¢io F : ST — R de classe C™, que
seja invariante por inversio F(—z) = F(z), induz uma funcdo f: P4 — R de
classe C*°. A funcao f € a unica funcdo que torna comutativo o diagrama:

sd _”>Pd

N

R

Reciprocamente, toda a funcdo em C>(P9) ¢ desta forma.

Se M ¢é uma variedade e f € C°°(M), definimos o suporte de f como
sendo o conjunto fechado

sup f = f~H(R - {0}).
Recordemos ainda que uma colecgao {S, : « € A} de subconjuntos de M diz-

se localmente finita se, para todo o p € M, existe uma vizinhancap € O C M
tal que O N S, # () para apenas um nimero finito de o € A.

Definicao 1.6. Uma particao da unidade numa variedade M € uma
colec¢do {¢; :i € I} C C°(M) que satisfaz:
(i) a colecg¢ao de suportes {sup ¢; : i € 1} é localmente finita;
(ii) ¢i(p) >0 e >, di(p) = 1 para todo o p € M.
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As partigoes da unidade sdo utilizadas para “colar” propriedades locais
(i.e., que se verificam em dominios de coordenadas), dai resultando pro-
priedades globais da variedade.

Uma partigao da unidade {¢; : ¢ € I} diz-se subordinada a uma cobertura
{Uy : v € A} de M se, para cada i € I, existe um « € A tal que sup ¢; C U,,.

Teorema 1.7 (Existéncia de Parti¢oes da Unidade). Seja M wma varieda-
de diferencidvel e {U, : o« € A} uma cobertura aberta de M. Entdo existe
uma particio da unidade contdvel {¢;:1=1,2,...}, subordinada a cober-
tura {U, : a € A}, com sup ¢; compacto para todo o i.

Demonstracdo. Necessitamos dos seguintes factos, cuja demonstragao deix-
amos como exercicio:

(a) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refinamento
aberto, contavel, localmente finito, e com fecho compacto.

(b) Toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-cobertura
contavel.

(c) Existe uma funcido ¢ € C®(RY) tal que ¢p(z) = 1, se = € B1(0), e
¢(z) =0, se z € Ba(0)°.

Por (a), podemos supor que a cobertura {U, : a € A} é localmente finita,

contavel, e que os U, sao compactos. Dado p € U,, podemos escolher
um sistema de coordenadas (V,, ) centrado em p, com V), C U,, e tal que

By(0) € 7(V},). Se ¢ é a fungao de (c), definimos:

¢or, em V),

wp =
0, em M — V).

Observe-se que a funcao 1, assume o valor 1 num aberto W,, C V,, contendo
p. Como {W,, : p € M} é uma cobertura aberta de M, por (b), existe uma
sub-cobertura contavel {W, ,Wp,,...}, que ainda cobre M. A cobertura
{Vo1, Vs, ...} é localmente finita, subordinada & cobertura {U, : o € A}, e
com 0s Vm compactos.

Assim, a funcéo

+oo
Y= Z Vpis
i=1
estd bem definida, é C*°, e ¢(p) > 0 para cada p € M. Se definirmos:
U,
¢i = =+,
(G
entao as fungoes {¢1, P2, . .. } formam uma parti¢ao da unidade, subordinada
a cobertura {U, : a« € A}, e com sup ¢; compacto para todo o i € I. O

Se ndo exigirmos que os suportes sejam compactos podemos obter uma
particao da unidade com o mesmo conjunto de indices:

Coroldrio 1.8. Seja M uma variedade diferencidvel e {Uy : oo € A} uma
cobertura aberta de M. Entao existe uma particio da unidade {¢o : o € A}
tal que sup ¢, C U, para todo o o € A.
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Demonstracao. Pelo teorema existe uma particao particao da unidade con-
tavel {1; : i =1,2,...} subordinada & cobertura {U, : « € A}. Para cada i
escolhemos um o = « (i) tal que sup; C Uq(i)- Entao vemos que as fungoes

> a(i)=a Vis se {itali) =a} # 0,
¢o¢ =

0 caso contrario,

formam uma particdo da unidade, com sup ¢, C U,, paratodooa € A. [

Corolario 1.9. Seja FF C O C M, com O aberto e F fechado. Fxiste uma
fungio ¢ € C°(M) tal que:

(i) 0 < ¢(p) <1 para todo o p € M;

(i) (p) =1 sep € F;
(#ii) sup ¢ C O.

Demonstragao. Os abertos {O, M — F'} formam uma cobertura aberta de
M. Pelo coroldrio anterior, existe uma particao da unidade {¢,1} com
supp C O e supyp C M — F. A funcao ¢ satisfaz (i)-(iii). O

EXERCICIOS.

1. Mostre que uma variedade é um espago normal. Conclua que uma variedade
é metrizavel.

2. Mostre que uma variedade é um espago localmente compacto.

3. Mostre que uma variedade é localmente conexa por arcos, e que uma var-
iedade conexa é conexa por arcos.

4. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui uma sub-
cobertura contéavel.

5. Mostre que toda a cobertura aberta de uma variedade M possui um refina-
mento aberto, contavel, localmente finito e com fecho compacto.

6. Mostre que existe uma funcio ¢ € C*°(R?) tal que 0 < ¢(z) < 1 e:

1 se |z] <1

¢(z) =

0 se |z] > 2
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7. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.2 da esfera S? (calcule as funcdes de
transigdo para as projecgoes estereograficas e verifique que sao C'*).

8. Complete os detalhes do Exemplo 1.2.3 do espaco projectivo P4 (calcule as
fungoes e verifique que sdo C°). Mostre ainda que:
(a)P! é difeomorfo a S!;
(b)P4 — P4=1 § difeomorfo ao disco aberto D" = {z € R? : ||z|| < 1}
(identifique P4~ com o subconjunto {[z° : ---: 2] : 2¢ = 0} C P9).

9. Seja M C R™ um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p € M, existe um aberto U C R™ que contém p e um homeomorfismo v :
V — MNU, onde V C RF é um aberto, tal que ¢ é uma aplicaco diferencidvel
e para todo o ¢ € V a derivada 1'(q) : R¥ — R™ §é injectiva. Mostre que M
é uma variedade de dimensao k. Diz-se que M é uma k-superficie em R" e
que Y é uma parametrizagao de M. No caso k = 1, dizemos que M é uma
curva, no caso k = 2 dizemos que M é uma superficie, e no caso k =n — 1
dizemos que M é uma hipersuperficie.

10. Seja M C R™ um subconjunto que satisfaz a seguinte propriedade: para
cada p € M, existe um aberto U C R" que contém p e um difeomorfismo
® : U — V para um aberto V' C R”, tais que:

CID(UQM):{qGV:qu:---:q”:O}.

Mostre que M é uma variedade de dimensao k (de facto, M é uma k-superficie
em R"; cf. exercicio anterior).

L1¢AO 2. ESPAGO TANGENTE E DIFERENCIAL

O espaco tangente a R% num ponto p € R? é definido como sendo o
conjunto

TR = {(p,l_f) L Te Rd}.

Rd

y
p

Este espaco tangente admite uma estrutura de espago vectorial real, em
que a adicao é definida por:

(p7 171) + (p7172) = (pvgl + 772)7
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e a multiplicacao por escalares é dada por:
Ap, V) = (p, AD).

E claro que temos um isomorfismo natural Tde ~ R? mas, em muitas
situacoes, é preferivel pensarmos em Tde como o conjunto dos vectores
com origem em p.

Esta distingdo é ainda mais clara no caso de uma k-superficie S C R"
(cf. Exercicio 9 da Ligao 1). Neste caso, podemos definir o espago tangente
a S num ponto p € S, como sendo o subespaco T,,S C T,R", formado

pelos vectores tangentes (p, ¥), para os quais existe uma curva diferencidvel
c:(—g,e) = R" comc(t) € S, ¢(0) =ped(0)=70.

A

Rd

-y

Observe ainda que um vector tangente (p,?) actua nas fungoes difer-
enciaveis definidas numa vizinhanca de p. De facto, se f : U — R é uma
funcao diferencidvel num aberto U que contém p, podemos escolher uma
curva diferencidvel ¢ : (—e,e) — U, com ¢(0) = p e ¢/(0) = ¥, e definimos:

(0, 7)) = 57 0 cl0).

Esta operacao nao depende da escolha de c¢. De facto, esta definigdo nao é
mais que a derivada direccional de f em p na direccao v.

Vamos agora definir o espaco tangente a uma variedade diferenciavel M
num ponto p € M. E possivel fornecer varias descrigoes distintas deste
espaco tangente, e que correspondem a diferentes pontos de vista, todos eles
luteis. Fornecemos aqui trés descrigoes, ficando como exercicio mostrar que
estas sao todas equivalentes.

Descrigao 1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao d, com estru-
tura diferencidvel C = {(U,, ¢o) : @ € A}. A cada ponto p € M, gostariamos
de associar uma cépia de R%, sendo que cada elemento ¥ € R? devers repre-
sentar um vector tangente. E claro que se p € U,, o sistema de coordenadas
$q fornece uma identificacdo de uma vizinhanca de p com R?. Diferentes sis-
temas de coordenadas fornecem identificacGes distintas, estando estas iden-
tificacOes relacionadas pelas fungoes de transicao.

Assim, vamos considerar triplos (p,a,7) € M x A X R¢, e no conjunto
destes triplos tomamos a seguinte relagao de equivaléncia:

[p,a,ﬁ] = [q,ﬁ,u_;] sse bp=gq ¢ (gbaogbgl),(p)-w:ﬁ.
14
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Um vector tangente a M num ponto p € M é uma classe de equivalén-
cia [p, a, 9], e o conjunto dos vectores tangentes em p é o espago tangente
em p:

T,M = {[p,a,ﬁ] ca€e A ve Rd}.

Deixamos como exercicio simples verificar que T),M possui uma estrutura
natural de espago vectorial, e que temos ainda um isomorfismo T),M ~ R?,
mas este isomorfismo depende agora do sistema de coordenadas utilizado.

Descricao 2. Fixemos p € M. Para esta segunda descricao, vamos consid-
erar curvas diferencidveis ¢ : (—e,e) — M, com ¢(0) = p. Vamos ainda
identificar duas curvas ¢ e ¢z se, para algum sistema de coordenadas (U, ¢)
com p € U, temos

Spoe)(0) = H(B0e)0).

E claro que, se esta condicdo se verifica para um sistema de coordenadas,
entao também se verifica para todos os outros sistemas de coordenadas da
estrutura diferenciavel.

M .\¢

Rd .
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Chamamos entao vector tangente num ponto p € M a uma classe de
equivaléncia de curvas [¢]. O conjunto dos vectores tangente a M num ponto
p formam o espago tangente T,/ no ponto p. Mais uma vez, deixamos
como exercicio simples verificar que o espago tangente possui uma estrutura
de espago vectorial, e que T}, M é isomorfo a R? (um isomorfismo que depende
da escolha de um sistema de coordenadas).

Descricao 3. As duas descrigbes anteriores utilizam sistemas de coorde-
nadas. A vantagem da descricdo seguinte é que nao recorre a sistemas de
coordenadas. Esta serd a nossa descricao definitiva do espaco tangente e
deixamos como exercicio verificar que todas estas descrigoes sao equivalentes.

Mais uma vez fixamos um ponto p € M e consideramos fungoes diferen-
ciaveis definidas numa vizinhanca de p. Dadas duas funcoes diferencidveis
f:U—-Reg:V — R, onde U e V sao abertos contendo p, dizemos
que elas definem o mesmo germe em p, se existe um aberto W C U NV
contendo p e tal que

flw = glw.

Designamos por G, o conjunto dos germes no ponto p. Este conjunto pos-
sui uma estrutura de dlgebra sobre R, ja que se define adicao, produto, e
multiplicacao por escalares, de forma dbvia:

]+ 19l = [f + 9],
[f1lg] = [f4],
AlfT = [A S

Observe-se, ainda, que faz sentido falar no valor de um germe [f] € G, no
ponto p, nomeadamente f(p). Por outro lado, nao faz sentido falar no valor
de [f] € G, em pontos ¢ # p.

Definigao 2.1. Um wvector tangente num ponto p € M é uma derivagdo
linear de Gy, i.e., € uma aplicagdo v : G, — R, tal que:

(1) v(If]1+ Mgl) = v([f]) + Av(lg]);
(ii) v([fllg]) = v([fDgp) + f(p)v(lg);

Chama-se espago tangente ao conjunto dos vectores tangente no ponto p
e designa-se por T, M.

O espago tangente possui uma estrutura natural de espago vectorial real,
pois se vi,va € T, M sao derivagoes lineares, entao vi + Avy também ¢ uma
derivacao linear, para todo o ntimero real A € R.

ExXEMPLO 2.2.

Seja (U,¢) = (U,xt,... 2%) um sistema de coordenadas em M com p € U.
Definimos os vectores tangentes % » € T,M, 1 =1,...,d, como sendo as
derivagoes

9 _O(fooh)
py p([f]) = o

#(p)

621' » corresponde a direcgcao obtida variando a

coordenada i e congelando todas as outras coordenadas
16
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Para verificar que a dimensao de T),M ¢ igual a dim M, vamos considerar
os germes de fungoes que se anulam em p

My ={[f] € Gp: f(p) =0},

E f4cil verificar que M, C G, é um ideal maximal de G,. Definindo as
poténcias
My =My M,,
—_——
k
obtemos uma torre de ideais:

GpOMDM2D - DMED ..

Observe que o ideal ./\/l’; nao é mais que o conjunto dos germes de fungoes
que sdo zero em p até ordem k: se [f] € ./\/l]; e (U,¢) é um sistema de
coordenadas centrado em p, entdo a funcio f o ¢~ ! tem todas as derivadas
em p, de ordem menor ou igual a k, nulas.

Teorema 2.3. O espago tangente T,M € isomorfo a (My/M2)* e tem
dimensdao dim M.

Demonstragao. Observe que, se [¢] € G, é o germe da fungdo constante
f(z) = ¢, entdo v([c]) = 0, para todo o vector tangente v € T),M. De facto,
temos que

v([e]) = ev([1]),
e que
v([1]) = v([1[1]) = Tv([1]) + 1v([1]) = 2v([1]),
logo v([1]) = 0. Assim, se [f] € G, e ¢ = f(p), vemos que

v([f]) = v([f1 = [e]),

donde v fica completamente determinado pelos valores que toma em M,,.
Por outro lado, as derivacoes anulam-se nos germes de ./\/112,, pois se f(p) =
g(p) =0, entao

v([f1lg]) = v([fDg(p) + f(p)v(lg]) = O.

Assim, todo o v € T, M determina uma transformacao linear M, — R,
que é zero em ./\/112,. Reciprocamente, dada uma transformacao linear L €
(Mp/M2)*, definimos v : G, — R por

v([f]) = L(f = [ ()

E claro que v é um transformacao linear, e verificamos facilmente que é uma
. ~ , . 2\ %
derivagao. Conclufmos, pois, que T, M =~ (M, /M3)*.
Para verificar a dimensao de 7, M, consideramos um sistema de coorde-
nadas (U, $1, oo ,xd) centrado em p, e mostramos que os vectores tangentes

% GTPM7 Z.Zl,...7d,
P
formam uma base para T,M. Se f : U — R ¢ uma funcao diferencidvel,

entdo fo ¢! : R — R é uma funcio diferencidvel numa vizinhanca da
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origem. Esta fungdo admite a expansao:

fool(z) = Z 0)z" —i—Zg,j )a'ad,

onde os g;; sao fungoes diferencidveis numa vizinhanca de origem. Assim,
compondo com ¢, obtemos a seguinte expansao valida para qualquer g € U:

d o) -1 . .
> 20 i+ Y by @ o)
i=1 1,J

onde h;; € C*(U). Concluimos que, para qualquer vector tangente v &

T,M,

#(p)

d o o1 '
e A Ak A )

-1 #(p)

.

ou seja que:

d
V= |
i=1

onde a’ = v([z!]). Isto mostra que os (9/9x")|, € T,M formam um conjunto
gerador. Deixamos como exercicio verificar que sao linearmente indepen-
dentes. O

Daqui em diante, se v € T,M e f é uma funcao diferencidvel definida
numa vizinhanca de p, definimos

v(f) = v(lf)-

E claro que v(f) = v(g), se f e g coincidem numa vizinhanca de p, e que

v(f+2Ag) =v(f) +Av(g), (AER),
v(fg) = fp)v(g) +v(f)g(p),

onde f + Ag e fg estao definidas na intersec¢ao dos dominios de f e g.

A demonstracio do Teorema 2.3 mostra que, se (U, ¢) = (U, z!,... ,xd) é
um sistema de coordenadas em p, entao qualquer vector tangente v € T}, M
pode ser escrito na forma

; 0
v:Za Bxip

i=1

Os a' = v(z") sdo as componentes do vector tangente v no sistema de

coordenadas (U, z!,..., z%). Introduzindo a notacao
Of | _0fod™
0zt |, O* o(p)
temos, ainda, que
d
i Of
f) - ; a 8.%'Z » .
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Por outro lado, se (V,y',...,y?) é outro sistema de coordenadas, segue-se
que

8yJ yJ 8xl

d
=1
Assim, neste sistema de Coordenadas temos

d
.0
=25

=1

com b = v(y’),

p

onde as novas componentes b’ estao relacionadas com as componentes a’
pela férmula de transformacao:

d
(2.1) a =Y

J=1

.

Q

X
yJ

o)

p

Uma aplicagao diferenciavel entre duas variedades induz uma transformacgao
linear entre os espacos tangentes respectivos:

Definigao 2.4. Seja ¥ : M — N wuma aplicagao diferencidvel. Chama-se
diferencial de ¥ em p € M a transformagao linear d,¥ : T,M — Ty,) N
definida por

Y (V)(f) =v(fo V),
onde f € qualquer funcdo diferencidvel definida numa vizinhanca de p.

Se (U,z',...,2%) é um sistema de coordenadas em p e (V,y',...,y¢) é
um sistema de coordenadas em ¥(p), obtemos

au. 2| Z M‘ 9
P | = 4 . .
ozt |y, j=1 0", 0y L)
A matriz das derivadas parciais B(Zggp) chamamos matriz jacobiana da

transformagao ¥ em relagdo aos sistemas de coordenadas escolhidos.
A proposicao seguinte segue-se imediatamente das definigdes e do resul-
tado correspondente para aplicacoes R — Re:

Proposicao 2.5 (Regra da Cadeia). Se W : M — N e ® : N — P sdo
aplicagoes diferencidveis, entdo a sua composta PoW ¢é diferencidvel, e temos

dp(® 0 V) = dy(y® o V.

E igualmente facil verificar o seguinte resultado, que generaliza um resul-
tado bem conhecido:

Proposicao 2.6. Se uma aplicagao diferencidvel ¥ : M — N tem diferen-
cial nulo num aberto conexo U C M, entdo ¥ é constante em U.

Um caso especial muito importante é o do diferencial de uma funcao
f:+ M — R. Neste caso, o diferencial ¢ uma aplicagao linear d, f : T,M —
TR, e como temos uma identificagao canénica TR ~ R, o diferencial é
um elemento do espaco vectorial dual de T,,M.

19



Definigao 2.7. Chama-se espag¢o cotangente a M num ponto p ao espago
vectorial Ty M dual do espago tangente T, M :

TyM ={w:TyM — R, com w linear} .

E claro que podemos definir dpf € Ty M mesmo que f seja uma fungao
diferencidvel definida apenas numa vizinhanca de p. Por exemplo, uma vez
fixado um sistema de coordenadas (U, z!,... ,xd) em p, obtemos elementos

{dpxl, o ,dpxd} C T,y M.

E, ainda, facil verificar que

.0 1 se i =17,
Top 0 sei#j
Logo:
Lema 2.8. {d,z!,...,d,z?} ¢ a base dual da base {%‘p,..., %‘p}.
Assim, uma vez escolhidas coordenadas locais (U, z1, ... ,xd) em p, todo
o elemento w € T M pode ser escrito na base {dpxl, . ,dpxd}:
d
w= Zaidpxz, com a; = w(ﬁ/&rz‘p).
i=1
Se (V,y!,... 7yd) é outro sistema de coordenadas, temos que

d
w= Z b;dpa?, com b; = w(@/@yj{p),
i=

e verifica-se facilmente que
d

o’
(2.2) a=Y %

Jj=1

j
P
Esta férmula de transformagao de componentes de elementos de T,y M deve
ser comparada com (2.1), a férmula correspondente para elementos de T, M.
Como veremos adiante, é 1til considerar a familia de todos os espagos
tangentes (ou cotangentes) a M. Assim, definimos o fibrado tangente e o
fibrado cotangente de M por

™M= |)T,M, TM=|]T;M
peEM peEM

Temos projeccgoes naturais w: TM — M e w:T*M — M, que a um vector
tangente v € T,M e a um covector w € T; M associam o seu ponto base
m(v) =p=m(w). A designagao “fibrado” vem do facto que podemos pensar
em T'M (ou T*M) como um conjunto de fibras (os espagos T, M ou Ty M),
justapostos uns com os outros, e formando uma variedade:
Proposicao 2.9. TM e T*M possuem estruturas naturais de variedades
diferencidveis de dimensao 2dim M, tais que as projec¢oes na base sao apli-
cacgoes diferencidveis.
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TM

Demonstracdo. Consideramos o caso de T'M, deixando a demonstragao de
que T*M é uma variedade como exercicio.

Seja C = {(Uq, ¢a) : @« € A} a estrutura diferencidvel de M. Para cada
sistema de coordenadas (Uy, o) = (Uy, zt, ..., 2"), definimos a aplicagio
bo : 71 (U,) — R* por

an(v) = (;L‘l(ﬂ'(v))’ s ,xd(ﬂ'(v)), dw(v)xl(v)7 s 7d7r(v)xd(v))'
Verificamos, facilmente, que:

(a) A coleccao {&;1(0) : O C R?? aberto,a € A} é uma base para uma

topologia de T'M, que faz de TM um espaco localmente euclidiano,
Hausdorff, e que satisfaz o segundo axioma.
(b) Para quaisquer sistemas de coordenadas (Ua, ¢n) € (Ug,¢g) de M, a

funcdo ¢s o ¢! é de classe C°.
Assim, se tomarmos a coleccdo maximal de sistemas de coordenadas com-
pativeis com a coleccao {(W_l(Ua), gz;a) fa € A}, obtemos uma estrutura de

variedade em T'M. Para esta estrutura, temos que dim7TM = 2dim M, e a
aplicacao w : TM — M é diferencidvel. O

Se V¥ : M — N éuma aplicagao diferenciavel, escrevemos dV : TM — TN
para representar a aplicacao entre fibrados tangentes definida por

d¥(v) = dr)¥(v).

A esta aplicacio chamamos ainda o diferencial de ¥. Deixamos como
exercicio verificar que dV¥ : TM — TN é uma aplicacao diferencidvel entre
as variedades diferencidaveis TM e T'N.
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Se f: M — R é uma funcao diferenciavel e (U,z',...,2%) é um sistema
de coordenadas em p, entao d,f € Ty M e, pela defini¢ao, obtemos:

0

of
Wl ag| =

= 53
» ox

p

Concluimos, pois, que a expressao para o diferencial nas coordenadas locais
(... 2% &

d
(9f‘ dz’.

dfl, —
flu 2 oo

Observe que nesta féormula todos os termos estao bem definidos (ao contrério
de algumas manipulacoes classicas com expressoes do tipo df, que podem
ser encontradas nalguns livros de texto).

EXERCICIOS.

1. Mostre que as trés descrigoes de vectores tangentes fornecidas nesta ligao
sao equivalentes.

2. Considere em R? as coordenadas cartesianas usuais (x,y, z). As coordenadas
esféricas (U, ¢), onde U = R3 — {(2,0,2) : 2 > 0} e ¢ = (1,0, ), sdo definidas,
como ¢é usual, por

or(z,y,2) = /22 +y? + 22 é a distancia & origem;

of(x,y,z) é a longitude , i.e., o angulo em |0, 27 entre o vector (x,y,0) e

o eixo Ox;
epo(x,y,2) é a co-latitude, i.e., o Angulo em |0, 7| entre o vector (x,y,z) e
o eixo Oz.
Calcule:

(a)As componentes do vectores tangentes a R3 %, %, % em coordenadas
cartesianas;

(b)As componentes do vectores tangentes a R3 8%7 a%, % em coordenadas
esféricas.

3. Considere uma k-superficie M C R™ (Exercicio 9 da Ligao 1). Mostre que,
se ) : V — MNU é uma parametrizagao de uma vizinhanca de p € M, entao o
espago tangente T, M pode ser identificado com o subespago v¥’(q)(R¥) C R™.

4. Seja (U,atl,...,xd) um sistema de coordenadas locais na variedade M.
Mostre que os vectores tangentes

0 )
Ori e T,M, 1=1,...,d,

p

sao linearmente independentes.

5. Mostre que T*M possui uma estrutura natural de variedade diferencidvel de
dimensao 2dim M, tal que a projeccao na base é uma aplicacao diferenciavel.

6. Verifique que, se M e N sao variedades diferencidveis e ¥ : M — N é uma
aplicagao diferencidvel, entao dW¥ : TM — TN é uma aplicacao diferencidvel.
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Li¢AO 3. IMERSOES E SUBVARIEDADES

As propriedades do diferencial de uma aplicagdo entre variedades re-
flectem as propriedades locais da aplicagdo. A seguinte definicao distingue
os tipos principais de aplicagoes diferenciaveis:

Definicao 3.1. Seja ¥V : M — N wuma aplicagao diferencidvel.

(a) ¥ diz-se uma imersdo se dpyV : TyM — Ty, N € injectiva, para todo
op€ M;

(b) ¥ diz-se uma submersao se dpV : T,M — Ty,)N € sobrejectiva, para
todo o p € M;

(a) ¥ diz-se uma étale’ se dy¥ : T,M — Ty, N é um isomorfismo, para
todo o p e M.

As imersoes, submersoes, e étales, possuem formas candnicas locais. To-
das elas sao casos especiais do seguinte resultado geral:

Teorema 3.2 (Teorema do Rank). Seja ¥ : M — N € uma aplicagio
diferencidvel e p € M. Se a aplicagio dgW : TyM — Ty)N tem rank
constante r, para todo o ¢ numa vizinhanca de p, entao existem coordenadas
locais (U, ¢) = (U,x',... 2% centradas em p e coordenadas locais (V,1) =
(V,yl, ..., y°) centradas em V(p), tais que:

YoWoo Hat,...,zd) = (z!,...,2",0,...,0).

Demonstragio. Seja (U, &) e(V, 15) coordenadas locais centradas em p e em
U(p), respectivamente. A aplicacao

YoVod:p(UNV)—=(UNV)
é uma aplicacao de uma vizinhanca de zero em R? numa vizinhanca de zero

em R€, cujo diferencial tem rank constante. Assim, basta considerar o caso
em que ¥ : R — R® é uma aplicacio

(ml, ... ,zd) — (\Ill(x), U (),

com diferencial de rank constante numa vizinhanga da origem.
Designando por r o rank de d¥, podemos entao assumir, eventualmente
apés um reordenamento das coordenadas, que

owi"
det [ 4 ] (0) # 0.
ot iie1
Segue-se, do Teorema da Funcdo Inversa, que a aplicacio ¢ : R? — R?
definida por

1 d 1 r r41 d
(... 2% = (U (z),..., 0" (x),2" ", ..., z%,
¢ um difeomorfismo numa vizinhanga da origem. E facil de ver que:
—1/,.1 d 1 r
Voo™ (z,...,2%) = (z,...,2" %, ... %).
lUsamos este termo provisoriamente. Veremos mais adiante que uma étale nao é mais

que um difeomorfismo local (ver Corolério 3.5).
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Se ¢ é um ponto qualquer do dominio de ¥ o ¢!, calculamos a matriz
jacobiana desta transformagao:

Oxt

(Woog 1 (g) = [ {: | a(\woq?l)(q) ] ;

onde I, é a matriz identidade r X r e no canto inferior direito i, 7 > r. Como
esta matriz tem rank precisamente 7, concluimos que

oW ogp™1) o
T(Q):O, Se ’L,j>7”.
Ou seja, as componentes W o1, para j > r, ndo dependem de 2”11, ..., z%:

Wop Ha)=Vogl(zh,...,2"), sej>r
Assim, se considerarmos a aplicagao ¥ : R¢® — R€ dada por
7/’(917 e 7ye) = (917 e 7yr7yr+1 - \I/T+1 © ¢_1(y)7 s 7ye —¥co ¢_1(y))7

temos, por um lado, que ¥ é um difeomorfismo numa vizinhanca da origem,
pois a sua matriz jacobiana é dada por

I 0
/ O — T ,
¥ = |
donde é nao singular. Por outro lado, verificamos facilmente que
YoWop Nat,. .., zh) = (z4...,2",0,...,0).
O

Um corolério imediato é que uma imersao de uma variedade de dimensao
d numa variedade de dimensao e é, localmente, como a inclusio R* — RE:

Corolario 3.3. Se ¥V : M — N € uma imersdo, entdo, para todo o p €
M, existem coordenadas locais (U,¢) = (U,x',... 2%) centradas em p e
coordenadas locais (V,v) = (V,yl,... y¢) centradas em ¥(p), tais que:

YoWog Hat,. .. ,2%) = (a1, ... ,2%,0,...,0).

De igual forma, obtemos que uma submersao de uma variedade de di-
mensao d numa variedade de dimensao e é, localmente, como a projeccdo
R? — R
Corolario 3.4. Se ¥ : M — N € uma submersdo, entdo, para todo o
p € M, existem coordenadas locais (U,¢) = (U,z',...,x%) centradas em p e
coordenadas locais (V,v) = (V,yl,... y¢) centradas em ¥(p), tais que:

YoWoo Hat,. .. 2d) = (a!,...,29.

Visto que uma étale nao é mais que uma aplicacao que é, simultaneamente,
uma imersao e uma submersao, combinando estes dois resultados vemos que
uma étale é a mesma coisa que um difeomorfismo local:

Corolario 3.5. Se ¥ : M — N ¢é uma étale, entao, para todo o p € M,
existem existem coordenadas locais (U,¢) = (U, z',...,x%) centradas em p
e coordenadas locais (V,v) = (V,y',...,y?) centradas em W(p), tais que:

YpoWop Nat,. .., zh) = (4, ..., z%).

Vejamos agora os sub-objectos da categoria diferencidvel:
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Defini¢ao 3.6. Uma subvariedade de uma variedade M é um par (N, ®),
onde N ¢ uma variedade e ® : N — M € uma imersdo injectiva.

Por vezes, usa-se o termo subvariedade imersa para acentuar que @ :
N — M é uma imersdao. Quando ® : N — M é um mergulho, i.e., quando
® : N — ®(N) é um homeomorfismo, onde em ®(N) C M tomamos a
topologia relativa, dizemos que (N, ®) é uma subvariedade mergulhada.

ExempLO 3.7.

A figura sequinte ilustra vdrias imersoes de N = R em M = R2. Observe

que (R, ®1) é uma subvariedade mergulhada de R?, enquanto que (R, ®3) ¢

uma subvariedade imersa de R?. Por seu turno, ®3 é uma imersdo que nao €
injectiva, logo (R, ®3) ndo é uma subvariedade de R?.

L D XD
\qn ' 3, / ®,

R

A forma canénica para imersoes (Corolario 3.3), implica imediatamente a
Proposicao 3.8. Seja (N, ®) uma subvariedade de dimensao d de uma
variedade M. Para todo o p € N, existe um sistema de coordenadas local
(V,z',...,2°) de M centrado em ®(p), e uma vizinhang¢a U de p, tal que

o) ={ge v att(g) = =a*(¢) = 0}.
M
D
=
\(@ \¢
U
N Re—¢

Rd

Note-se que (na notacao da proposicao) em geral ®(N) NV # ®(U),
e portanto podem existir outros pontos em ®(N) NV que nao pertencem
a fatia {qg € V : 2% (¢q) =--- =2°(q) = 0}. No entanto, quando (N, ®) é
uma subvariedade mergulhada temos:
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Corolario 3.9. Seja (N, ®) uma subvariedade mergulhada, de dimensao d,
de uma variedade M. Para todo o p € N, existe um sistema de coordenadas
(V,xl ... 2% de M centrado em ®(p), tal que:

@(N)HV:{qEV:a:d'H(q):---:xe(q):O}.

Demonstracao. Fixe-se p € N e escolha-se um sistema de coordenadas
(V' 2l ... 2°) em ®(p) e uma vizinhanca U de p como na proposicao. Como
(N, ®) é uma subvariedade mergulhada, ®(U) é um aberto de ®(N) para a
topologia relativa, logo existe um aberto V' C M tal que ®(U) = V'NP(N).
Tomando V = V' N V" e as restricdes de z° a V, obtemos um sistema de
coordenadas (V,x!,... ) tal que:

@(N)OV:{qGV:de(q):~~~::ve(q):0}.
U

Se (N,®) é uma subvariedade de M e ¥ : P — M é uma aplicagao
diferenciavel tal que ¥(P) C ®(N), entao, como ¢ ¢ injectiva, ¥ factoriza-
se por uma aplicagao ¥ : P — N, i.e., temos o diagrama comutativo:

W
P——M
N
N
®
TN T
N
Em geral, a aplicacao U ndo ¢ diferencidvel.

ExEMPLO 3.10.
Considere as sequintes duas imersdes injectivas ®; : R — R?, i = 1,2, cujas
imagens em R? coincidem (o oito deitado):

R? R?
(] 1 (I)Z
R R

Como ®1(R) = ®5(R), temos aplicagoes induzidas &1 : R — R e &5 : R —
R. F facil verificar que ®1 e ®2 nao sdo continuas, logo nao sao diferencidveis.

A proposicao seguinte mostra que o que pode falhar é precisamente a
continuidade:
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Proposicao 3.11. Seja (N, ®) uma subvariedade de M, ¥ : P — M uma
aplicagao diferencidvel tal que ¥(P) C ®(N), e ¥V : P — N a aplicagdo
induzida.

(i) Se U € continua entio € diferencidvel.

(ii) Se ® € um mergulho entao ¥ € continua (logo diferencidvel).

Demonstracdo. Suponha-se que U ¢ continua. Para todo o p € N, escolhe-
mos U C N e (V,¢) = (V,z!,...,2°) como na Proposicdo 3.8, e definimos
a aplicacao diferencidvel ¢y = Topo ® : U — R% onde 7 : R® — R?
é a projeccao (z',...,2°) — (z',...,2%). O par (U,9) é um sistema de
coordenadas de N centrado em p. Por outro lado, vemos que

¢o\il:7ro¢o<l>o\i/:7ro¢)o\11,

é diferencidvel no aberto W~!(U). Como os abertos W~(U) cobrem P,
concluimos que ¥ é diferencidvel, e que (i) se verifica.
Se ® é um mergulho, entdo todo o aberto U C N é da forma ®~1(V),

onde V. C M é um aberto. Assim, U~1(U) = U~ 1Hd1(V)) = T 1(V) é

aberto. Concluimos pois que ¥ é continua e que (i) também se verifica. O

Estes comentérios justificam a seguinte definicao:

Definigao 3.12. Uma subvariedade inicial de M ¢é uma subvariedade
(N, ®) tal que toda a aplicagdo diferenciqvel ¥ : P — M com W(P) C ®(N)
factoriza-se por uma aplicagio ¥ : P — N diferencidvel:

P—2Lo M

Existem subvariedades iniciais, que nao sao mergulhadas. Deixamos aqui
um exemplo simples, e veremos outros exemplos importantes mais tarde.

ExEmMPLO 3.13.
No 2-toro T? = S' x S! temos uma familia de subvariedades (R, ®,), depen-
dendo de um parametro a € R, definidas por:

(I)a(t) _ (eit’eiat).

Se a = m/n € racional esta curva é fechada e, portanto, é uma variedade
mergulhada (uma espiral fechada que dd m voltas na direcgao de um dos ciclos
geradores e n voltas na direcgao do outro ciclo).

Se a € irracional, esta curva € densa no toro, logo € uma variedade imersa.
Neste caso, dada uma aplicacdo v:P - R, tal que a composta ®, o U ¢
C*, vemos imediatamente que U: P — R € continua. Pela Proposicao 3.11,
concluimos que U ¢ C>. Assim, (N, ®,) é uma variedade inicial.

Quando pensamos numa subvariedade de M pensamos usualmente num
subconjunto de M. Para justificar até que ponto isto é valido, introduzimos
a seguinte relagao de equivaléncia:

27



Definigao 3.14. Dizemos que (N1, ®1) e (N3, ®2) sio subvariedades equiv-
alentes de M se existir um difeomorfismo ¥ : Ny — N5 tal que o diagrama
sequinte comuta:

N =2

N
N
WA T%
Q

Ny

Se (N, ®) é uma subvariedade de M, podemos considerar ®(N) C M com
a tinica estrutura de variedade, tal que ® : N — ®(N) é um difeomorfismo.
Para esta estrutura diferencidvel em ®(N), a inclusao i : ®(N) — M é uma
imersao injectiva, e o diagrama seguinte comuta

N—2

Assim, toda a subvariedade (N, ®) possui um tnico representante (A, 1),
onde A C M é um subconjunto e i : A — M ¢ a inclusao. Dizemos, entao,
que o subconjunto A C M é uma subvariedade.

ExeEmpPLO 3.15.
Se A C M € um subconjunto, em geral, ndo existe uma estrutura diferencidvel
em A, tal que a inclusao i : A — M € uma imersao. E o que se passa, por
exzemplo, com o subconjunto A = {(z,|z|) : z € R} de R? (exercicio).

Por outro lado, se existir uma estrutura diferencidvel em A, tal que a in-
clusao i : A — M € uma imersao, ela pode nao ser unica. Eo que se passa,
por exemplo, com o subconjunto de R? em forma de oito do Exemplo 3.10.

Proposigao 3.16. Seja A C M um subconjunto de uma variedade difer-
encidvel ei: A — M a inclusao. Entdo:

(i) Fizada uma topologia em A, existe no mdzximo uma estrutura difer-
encidvel para esta topologia tal que (A,i) é uma subvariedade de M.

(ii) Se, para a topologia relativa em A, existe uma estrutura diferencidvel
tal que (A,7) é uma subvariedade de M, entdo esta € a unica topologia
em A para a qual existe uma estrutura diferencidvel tal que (A,i) é
uma subvariedade de M .

Demonstragao. Observe que (i) segue-se imediatamente da Proposi¢ao 3.11
(i). Por outro lado, para verificar (ii), seja (IV,®) uma subvariedade com
®(N) = A, e considere-se o diagrama:

N —2-

N,
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Como A possui a topologia relativa, pela Proposicao 3.11 (ii), d ¢ difer-
enciavel. Assim, ® é uma imersao bijectiva, logo é um difeomorfismo (ex-
ercicio). Concluimos que (N, ®) é equivalente a (A4,1), e (ii) segue-se. O

Se (N,®) é uma subvariedade de M, entdo, para qualquer p € N, a
aplicagao d,® : T,N — T M ¢é injectiva. Assim, podemos identificar
o espago tangente 7, N com a imagem d,®(7,N), que é um subespaco de
Ty(pyM. Daqui em diante usamos esta identificagao, de forma que T), N serd
sempre visto como um subespago de Tg,) M.

EXERCICIOS.

1. Mostre que o conjunto {(z,|z|) : € R} nao é a imagem de uma imersao
®:R — R2.

2. Mostre que existe um difeomorfismo ¥ : TS? — S? xR3, que torna o seguinte
diagrama comutativo:

TS} ———> % x R

onde 7 : S x R? — S? é a projeccdo no primeiro factor, e tal que a restricio
U T,S? — R? é linear.

3. Seja {yl, e ,ye} um conjunto de funcoes diferencidaveis de uma variedade
M. Mostre que:
a)Se {dpyl, . ,dpye} C T, M ¢ linearmente independente, entao as fungoes
{yl, e ,ye} sao parte de um sistema de coordenadas em p.
(b)Se {dpyl, e 7dpye} C T, M ¢é um conjunto gerador, entao um subcon-
junto de {yl, . ,ye} é um sistema de coordenadas em p.
c)Se {dpyl, e 7dpye} C T;M é uma base, entao as fungoes {yl, e ,ye}
formam um sistema de coordenadas numa vizinhanga de p.

4. Mostre que uma submersao é uma aplicagao aberta. O que pode dizer sobre
uma imersao?

5. Seja @ : P? — R? a aplicacdo definida por
1

m(yz,xz, I‘y)

(I)([CE, Y, Z]) =
Mostre que ® é uma aplicacao diferenciavel e verifique que é uma imersao,
excepto em exactamente 6 pontos. Esboce a imagem de ®.

6. Seja M uma variedade, A C M, ei: A — M a inclusao canénica. Mostre
que (A4, 1) é uma subvariedade de M, mergulhada, de dimenséo d sse, para cada
p € A, existe um sistema de coordenadas (U, x!, ..., 2¢) centrado em p tal que

ANU={peA:a*(p)=---=2°@p) =0}.

7. Mostre que um subconjunto M C R™ é uma k-superficie sse é uma subvar-
iedade mergulhada.
29



8. Dizemos que um subconjunto S de uma variedade M tem medida nula se,
para todo o sistema de coordenadas (U, ¢) de M, o conjunto ¢(S NU) C R?
tem medida nula. Mostre que, se ® : N — M é uma imersao, entao:

(a)® leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida nula;

(b)Se dim N < dim M entao ®(N) tem medida nula.

9. Mostre que, se (N, ®) é uma subvariedade de M, com ® : N — M uma
aplicagdo prépria (i.e., ®71(K) C N é compacto, sempre que K C M é
compacto), entdo N é uma subvariedade mergulhada. Conclua que se N é
compacta, entao N é uma subvariedade mergulhada.

10. Mostre que uma imersao bijectiva ® : N — M é um difeomorfismo. Se N
nao possui uma base contavel, mostre que isto pode ser falso.

11. Seja m : M — M um revestimento de uma variedade diferencidvel M.
Mostre que existe uma tnica estrutura de variedade diferenciavel em M para
a qual a aplicagao de revestimento é um difeomorfismo local.

LIGAO 4. MERGULHOS E O TEOREMA DE WHITNEY

Definicao 4.1. Seja ¥V : M — N uma aplicacdo diferencidvel.
(i) p € M diz-se ponto regular de ¥ se d,V : T,M — Ty N € sobre-
jectiva. Caso contrdrio, dizemos que p € ponto singular de V;
(ii)) ¢ € N diz-se valor regular de V se todo o p € W~1(q) é um ponto
reqular. Caso contrdrio, dizemos que q € valor singular de V.

O seguinte exemplo justifica o uso dos termos “regular” e “singular”.

EXEMPLO 4.2.
Considere a aplicacio ¥ : R? — R definida por:

D(z,y) =2 —y*.
A matriz jacobiana desta aplicacdo € dada por:
O(z,y)" = [22 2y].

Os pontos (x,y) # (0,0) sdo pontos regqulares de ¢, enquanto que (0,0) € um
ponto singular. Portanto, 0 € um valor singular de ® e todos os outros valores
sao requlares.

Se considerarmos um valor reqular ¢ # 0, o conjunto de nivel ®~1(c) é uma
subvariedade de R? (uma hipérbole). Por outro lado, para o valor singular 0,
vemos que ®~1(0) € a unido das duas rectas x = 4y, que ndo é uma variedade
(na origem (0,0) as rectas cruzam-se).
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De facto, para valores regulares, os conjuntos de nivel sdo sempre subvar-
iedades:

Teorema 4.3. Seja ¥ : M — N wuma aplicacdo diferencidvel e ¢ € N
um valor regular. Entdo ¥~'(q) C M ¢ uma subvariedade mergulhada de
dimensao dim M — dim N'.

Demonstracdo. Se ¢ € N é um valor regular de W, entao existe um aberto
U-1(qg) ¢ O C M tal que ¥|p é uma submersdo. Assim, para qual-

quer p € ®~1(q), existem coordenadas (U, z",...,2%) em p e coordenadas
(V,y!,...,y°) em g, tais que nestas coordenadas ¥ é representada pela pro-
jeccao

RY - R®: (z!,...,2%) — (21,...,2°).

Temos entao que

\Ifl(q)ﬂU: {pGU:xl(p):--- :a;e(p):O}.
Assim, por um exercicio da Licdo 4, ¥~1(¢) é uma subvariedade mergulhada
de dimensao d — e = dim M — dim N. O

Se N C M é uma subvariedade, chamamos codimensao de N ao in-
teiro dim M — dim N. Se pensarmos num conjunto com um sé ponto como
uma variedade de dimensao 0, o resultado anterior afirma que, se ¢ é um
valor regular de ¥, entdo ¥~ !(¢) é uma subvariedade mergulhada com
codim ¥~1(q) = codim {¢}. Este resultado admite a seguinte generalizacio:

Teorema 4.4. Seja ¥V : M — N uma aplicagao diferencidvel e Q C N
uma subvariedade mergulhada. Suponha-se que, para todo o p € ¥~1Q),
verifica-se

Entdo ¥~1(Q) C M ¢ uma subvariedade mergulhada e codim ¥ ~—1(Q) =
codim Q.

Demonstracdo. Seja po € ¥1Q) e g = ¥(pp). Como Q C N é uma
subvariedade mergulhada, existem coordenadas (V,y!,...,y?) para N em
qo, tais que

QNV = {qu:yl“(CJ) = =y%g) 20},
onde [ = dim Q. Considere-se a aplicacdo ® : ¥~1(V) — R% dada por
d=(ytltow, . ..  yloW).

Temos que U = ¥~1(V) é um aberto de M contendo pg e ¥~ 1(Q)NU =
®~1(0). Se verificarmos que 0 é um valor regular de ®, entdo segue-se que,
para todo o pg € ¥1(Q), existe um aberto U C M tal que ¥~1(Q)NU é
uma subvariedade mergulhada de M, com codimensao d —[ = codim Q). Isto
mostra que ¥~1(Q) é uma subvariedade mergulhada de M.

Observe-se que ® = 7o ¥, onde 7 : R* — R%! § a projeccio nas tltimas
d — | componentes. E claro que 7 ¢ uma submersao, e que kerd,m = T,Q),
para ¢ € Q NV. Por (4.1), segue-se que d,® = dy 7 - d, ¥ é sobrejectiva,
para todo o p € ¥~1(Q)NU = &71(0), i.e., 0 é um valor regular de ®. [
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Quando a condigao (4.1) é satisfeita, dizemos que ¥ é transversal a
subvariedade Q C N, e escrevemos ¥ M ). Um caso especial que justifica
este nome, é o caso em que M C N é uma subvariedade e ¥ : M —
N é a inclusdo. Neste caso, ¥~1(Q) = M N Q é a interseccio das duas
subvariedades, e a condicao de transversalidade reduz-se a

T,M +T,Q =T,N, VYqeMnNQ.

Em vez de ¥ M @ escrevemos M rh Q. Se esta condicdo se verifica, entao
M N @ é uma subvariedade e

dimM N @ =dim M + dim ) — dim N.

Por outro lado, quando a interseccao nao é transversal, em geral, M N nao
é uma variedade, como se ilustra na figura seguinte.

EXEMPLOS 4.5.
1. Seja M =R ¢ U : R4 S R q aplicagdo:
W(z) = |Jo]l?.
A matriz jacobiana de V¥ € dada por
U (z) = [22,...,229F1).

Como V'(x) tem rank 1, se ||z|| > 0, concluimos que todo o c = R* >0 é um
valor regular de ¥, e que a esfera S = W—Y(R) é uma subvariedade mergulhada
de RIFT,

Note que, para a estrutura diferencidvel em S* definida na Licdo 1, S¢
também € uma subvariedade de R, Logo, essa estrutura diferencial coincide
necessariamente com esta.

2. Seja M =S x R um cilindro. Podemos mergulhar M em R3? da sequinte
forma: tomamos a aplicacio ® : M — R3 definida por:

®(0,t) = (Rcosf, Rsenb,t),
onde identificamos S = [0,2x]/2nZ. FEsta aplicagao € injectiva, e a matriz

jacobiana ®'(0,t) tem rank 2, logo ® € uma imersao injectiva.
A imagem de ® € o conjunto

{(@.9,2) €R 0 4y = B} =07 1(0)
onde c=R? e U :R3 = R € a aplicacdo diferencidvel

U(z,y,2) = 2> +y>
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Como W'(x,y,2) = [22,2y,0] # 0 se 2° +y?> = ¢ # 0, concluimos que todo o
c # 0 € um valor regular de ¥. Assim, o cilindro S x R € uma variedade que
pode ser mergulhada em R3.

8. Tal como no exemplo anterior, o 2-toro M = S X S também pode ser mer-
gulhado em R3: identificamos S x S = [0,27]/27Z x [0,27]/27Z e definimos
uma aplicacdo ® : M — R? por:

®(0,¢) = ((R+rcose)cosb, (R +rcosp)send, rsene).

E facil de ver que, se R > r > 0, entao ® é uma imersao injectiva cuja imagem
é o subconjunto de R3

{(z,y,2) € R3: (2% + 9%+ 2% — R —r%)? 4 4R?2% = 4R2r2} =0 1(c),
onde c = 4R%*r? ¢ ¥ : R3 — R € a aplicacdo diferencidvel
U(z,y,2) = (2® +y*> + 22 — R —r%)? + 4R?2%
Deizamos como exercicio verificar que todo o ¢ # 0 € um valor reqular desta

aplicagdo. Portanto, o 2-toro S X S € uma variedade que pode ser mergulhada
em R3.

4. A garrafa de Klein ¢ o subconjunto K C R* definido da sequinte forma:
Sejam Oz, Oy, Oz, e Ow, os quatro eizos de coordenadas em R*, e designe
por C' uma circunferéncia de raio R no plano zOy. Seja ainda 0 o dngulo
nesta circunferéncia, contado a partir do eizo Ozx.

Considerando uma circunferéncia S no plano Oz, de raio v e com centro q
em C, K € obtida rodando esta circunferéncia em torno do eizo Oz de forma
que, quando o seu centro q € C rodou de um angulo 8, o plano de S rodou em
torno do eizo Oq no 3-espago OqOzOw de um dngulo 6/2. Designamos por ¢
o angulo na circunferéncia S, medido a partir do eixo Oq.

Observe-se que os pontos de K com 0 # 0 e ¢ # 0 sao parametrizados pela
aplicagdo @1 :)0,2r[x]0, 27[— R*:

D1(0,6) = (R+rcosp)cost, (R+rcosd)send, rsen¢cosd/2,rsenpsend/2).

Mudando a origem a 0 e a ¢, obtemos outras parametrizacoes que cobrem o0s
pontos que ficaram de fora. Deizamos como exercicio verificar que trés para-
metrizacoes ®1, Po e P35 bastam. Para estas parametrizagoes, as composicoes
P, 0 @;1 sdo aplicagoes C>, logo K € uma 2-superficie em R*.
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De forma andloga ao 2-toro, verificamos ainda que K € dada por:
K =0""(c,0),
onde c = 4R%*r? ¢ ¥ : R* — R? € a aplicacdo diferencidvel

U(z,y,2) = ((2° +y* + 22 + 0 = R? —1?)> + 4R (2* + w?), y(z*

—w?) — 2zzw).

Para ¢ # 0, temos que (c,0) é um valor regular de ¥, e concluimos que K €
uma subvariedade mergulhada de R?.

Na verdade, qualquer variedade poder ser mergulhada num espaco euclid-
iano de dimensao suficientemente elevada.

Teorema 4.6 (Whitney). Seja M uma variedade compacta. FEziste um
mergulho injectivo ¥ : M — R™, para algum inteiro m.

Demonstracdo. Como M é compacta, podemos encontrar uma colecgao fi-
nita de sistemas de coordenadas {(U;, ¢;) : i =1,..., N} tais que:

(a) BlN(O) C ¢i(U;) C Ba(0);
(b) Uil 67 (B1(0)) = M.
Sejam \; : M — R, i=1,..., N, fungoes em C'*°(M) tais que

1se p € ¢; ' (B1(0)),

Ai(p) =
0sepéeU.
Definam-se, ainda, aplicaces diferencidveis ¥; : M — R%, i =1,..., N, por:
Aigi(p) se p € U,
Yi(p) =

0sep&U;.
A aplicacdo ® : M — RNV dada por
®(p) = (¥V1(p), M(p), -, ¥n(p), An (D))

¢ o mergulho procurado. De facto, temos que:

(i) ® é uma imersdo: Se p € M, entdo p € ¢; '(B1(0)), para algum i.
Temos, pois, que ¥; = ¢; numa vizinhanga de p, logo d,; = d,¢; ¢
injectivo. Isto mostra que d,® ¢ injectivo.

(ii) ® é injectivo: Sejam p,q € M, com p # q, e seja i tal que p € )\;1(1).
Se g ¢ A\;1(1), entdao A\;(p) # Ni(g) e, também, ®(p) # ®(g). Por outro
lado, se ¢ € A\;'(1), entdo ¥;(p) = ¢i(p) # ¢i(a) = ¥i(q), pois ¢; &
injectiva. Em todo o caso, ®(p) # ®(q), logo ® é injectiva.

Como M é compacta, concluimos que ® é um mergulho.
O

O resultado anterior é apenas a versao mais fraca dos resultados de Whit-
ney. Ele mostrou que toda a variedade diferencidvel (compacta ou nao)
de dimensdo d pode ser mergulhada em R2?. A dimensdo 2d é a menor
possivel, pois ha variedades de dimensao 2d que nao podem ser mergul-
hadas em R24~!. Por outro lado, para d > 1, Whitney também mostrou que
toda a variedade diferencidvel de dimensao d pode ser imersa em R241
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EXERCICIOS.

1. Seja O(n) = {A: AAT =1} o conjunto das matrizes n x n ortogonais.
Mostre que O(n) é uma subvariedade mergulhada do espago das matrizes n x n.
Verifique que o espago tangente T7O(n), onde I designa a matriz identidade,
pode ser identificado com o espago das matrizes n X n anti-simétricas.

2. Seja @ : P2 — R* a aplicacio definida por
1

2 2
m(l‘ — 2 ,Yz,xrz, I‘y)

®([z,y,2]) =
Mostre que (P2, ®) é uma subvariedade mergulhada de R*.

3. Complete os detalhes do exemplo da garrafa de Klein, e verifique que K é
uma 2-superficie em R,

4. Seja ¥ : M — N uma aplicacao diferencidvel e ¢ € N um valor regular.
Mostre que

T, Yq) ={veT,M:d,V -v=0}.

5. Seja ¥ : M — N uma aplicacao diferencidvel, transversal a uma subvar-
iedade Q C N (ndo necessariamente mergulhada). Mostre que ¥~1(Q) ¢ uma
subvariedade de M (ndo necessariamente mergulhada) e que

T, Q) ={veT,M:d,V-veTy,Q}.

6. Mostre a seguinte versao fraca do Teorema de Sard: Seja ¥ : M — N
uma aplicacao diferenciavel entre variedades da mesma dimensao. O conjunto
dos valores criticos de ¥ tem medida nula.

LI1gAO 5. FOLHEAGOES

Uma folheagao é uma decomposicao de uma variedade em subvariedades:

Definicao 5.1. Seja M uma variedade de dimensdo d. Uma folheagao de
dimensao k de M ¢é uma decomposi¢cio {Lo : « € A} de M em conjuntos
conexos por arcos disjuntos, que satisfaz a sequinte propriedade: para todo
op € M, existe uma carta ¢ = (z',..., 2%y ... y¥F) U - R? =
R* x R4* tal que as componentes conexas de Lo NU sdo os conjuntos da
forma

dfk(

{peU:yl(p) = const.,...,y" *(p) = const.}.

R*
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Vamos designar uma folheagdo por F = {L, : a € A}. Aos conjun-
tos conexos por arcos L, chamamos folhas. Um sistema de coordenadas
(U, ¢) com a propriedade da defini¢ao diz-se distinguido. As componentes
conexas de U N L, chamam-se placas.

Um caminho de placas é uma colecgao de placas Pi,..., P tal que
PNP;11 # 0, paratodooi=1,...,1—1. E facil de ver que dois pontos p, q €
M pertencem a mesma folha sse existe um caminho de placas Py, ..., P, com
peEPeqe .

Cada folha de uma folheagdo k-dimensional de M, é uma subvariedade
de M de dimensao k. Em geral, as folhas nao sao mergulhadas: uma folha
pode intersectar um ntmero infinito de vezes um dominio de coordenadas
U, e acumular sobre si propria. Antes de verificarmos estes factos, vejamos
alguns exemplos.

EXEMPLOS 5.2.

1. Seja ® : M — N uma submersao. Pela forma local das submersoes, as
componentes conezas de ®~1(q), onde ¢ € N, formam uma folheacdo de M.
Esta folheagao tem codimensao igual a dimensdo de N. Neste caso, as folhas
sao todas variedades mergulhadas.

2. Em M = R2?, fizando a € R, podemos considerar a folheacdo pelas rectas de
declive a. Fste € um caso especial do Fxemplo 1, pois esta folheacdo € obtida
a partir da submersdo ® : R? — R, dada por:

®(v,y) =y — az.
Neste exemplo, as folhas sao todas mergulhadas.

3. Consideremos o toro T? = R?/Z2. A folheag¢io do Exemplo 2, induz uma
folheacdo de T?. Se a € Q, as folhas sdo curvas fechadas, sendo, pois, var-
iedades mergulhadas. No entanto, se a € Q, as folhas sdo curvas densas no
toro, sendo apenas variedades imersas.

4. Seja ® 1R3> — R a aplicagio
D(x,y,2) = f(a® +y°)e?,

onde f € C(R) é uma fungao tal que f(0) =1, f(1) =0 e f'(¢t) < 0. Esta
aplica¢do é uma submersio que determina uma folheacdo F de R3, com dois
tipos de folhas:

e As folhas no interior do cilindro C = {(x,y,2) : 22 + y? = 1} sdo difeo-

morfas a R2;
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e As folhas no exterior do cilindro C' sdo todas difeomorfas a C;
oC é uma folha de F.
Uma parametriza¢do explicita das folhas € dada por:
(z,y) = (2,9, log(c/ f(z* +y?)),

com ¢ € uma constante. No primeiro caso, ¢ > 0 e x2 + y2 <1, enquanto no
segqundo caso, ¢ <0 ez +y? > 1.

5. A folheagdo do exemplo anterior € invariante por translagdes ao longo do
eizo Oz. Assim, identificando R? = R? x R, obtemos uma folheagcdo no quo-
ciente R? x S' = R? x R/Z. Restringindo esta folheagio a D? x S', onde
D? = {(z,y) : 2> + y®> < 1}, obtemos uma folheacdo de um toro sélido de
dimensao dois.

A esfera de dimensao 3 pode ser obtida colando dois toros solidos de di-
mensdo 2 ao longo do seu bordo:

83 =T1 Us 15,

onde ® : 9Ty — 0Ty é um difeomorfismo que leva meridianos de 917 em
paralelos de 0Ty, e vice-versa. Explicitamente, se S® = {(x,y,z,w) : 2% +y? +
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22 +w? = 1}, entdo podemos tomar:
T = {(z,y,2,w) € §* 1 a® +y* <1/2},
Ty = {(z,y,2,w) € S* : 2 +y* > 1/2}.

Cada um destes toros possui uma folheagao de dimensao 2 como acima. Obte-
mos, entdo, uma folheacdo de dimensdo 2 da esfera S3, que se chama fol-

heacdo de Reeb de S3.

Proposicao 5.3. Seja F uma folheacao k-dimensional de uma variedade
M. Toda a folha L € F € uma subvariedade inicial de dimensdo k.

Demonstracdo. Seja L uma folha de F. A topologia de L é a topologia
gerada pelas placas de L, i.e., as componentes conexas de L NU, onde U é
um aberto distinguido. Para cada cada placa P, associada a um sistema de
coordenadas distinguido (U, ¢) = (U, z",... 2% y*, ..., y%*), consideramos
a aplicacdo 1 : P — RF definida pelas primeiras k-componentes:

¥(p) = (' (p),..., 2" (p)).

Assim, L é um espaco localmente euclidiano, Hausdorff, e as fungoes de
transicao sao claramente C'*°. Podemos, pois, considerar o atlas maximal
que contém as cartas (U,1)). Para verificar que L é uma variedade falta
apenas mostrar que a sua topologia admite uma base contavel. Para isso,
recorremos ao seguinte lema:

Lema 5.4. Seja L uma folha de F e {Uy, : n € Z} uma cobertura contdvel
de M por abertos distinguidos. As placas de L nesta cobertura (i.e., as
componentes conexas dos LNUy,, n € Z) sao em nimero contdvel.

Fixemos uma placa Py de L na cobertura {U, : n € Z}. Se uma placa
P’ pertence a L entao existe um caminho de placas P, ..., P, na cobertura,
que liga P’ a Py. Basta, pois, verificar que a coleccao de caminhos de placas
na cobertura é contdvel.

Para uma caminho de placas P4, ..., P, chamamos a [ o comprimento do
caminho. Vamos mostrar, por indugao, que a colecgao de caminhos de placas
na cobertura, de comprimento menor ou igual a N, é contavel:

e A coleccdo de caminhos de placas na cobertura de comprimento 1
contém um s6 elemento, logo é contavel.

e Suponhamos que a coleccao de caminhos de placas na cobertura,
de comprimento menor que N, é contavel. Seja Pi,...,Py_1 um
caminho de placas de comprimento N — 1, que corresponde a abertos
distinguidos Uj,...,Un_1. Para obter um caminho de placas de
comprimento N, tomamos um aberto distinguido Uy # Un_1 €
consideramos a placas P’, componentes conexas de L N Uy, tais que
a intersec¢ao com Py_j1 é nado-nula. Ora, (LN Uyx) N Py_1 =Un0N
Pn_1 é uma cobertura aberta da placa Py_1, logo possui um nimero
contdvel de componentes. Assim, os P’ sao em nimero contdvel.
Concluimos que a coleccao de caminhos de placas na cobertura, de
comprimento menor ou igual a N, é contavel.
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Deixamos como exercicio verificar que as folhas sdo subvariedade iniciais.

O

Observagao 5.5. Uma consequéncia da proposicao é que uma folha inter-
secta um aberto distinguido um nimero contavel de vezes.
Vamos ver agora algumas caracterizacoes alternativas de folheagoes.
Seja F = {L4 : @ € A} uma folheacao de M, de dimensao k. Se (U, ¢) e
(V,1) sao sistemas de coordenadas distinguidos, entdo a transformagao de

coordenadas 1o ¢! : p(UNV) — (U NV), é da forma:

RF x R¥* 5 (2,9) — (h1(z,y), ha(y)) € R* x R,
Por outras palavras, é véalida a relacao:

oo ')y _
ox? N
Reciprocamente, designemos por Qi}' os difeomorfismos locais R — R4
que satisfazem esta condicdo. Podemos generalizar a nocao de estrutura
diferencidvel requerendo que, na Definicao 1.1, as fungoes de transi¢ao sejam

elementos de Qs . Obtemos, assim, a nocao de gs-estrutura diferenciavel.
Temos a seguinte caracterizacao alternativa de folheacao:

(5.1) 0, (i=1,....k j=k+1,...,4d).

Proposicao 5.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Para toda o fol-
heagao F = {Lqy : aw € A} de M, a colec¢io C = {(U,p)} dos sistemas de
coordenadas distinguidos, define uma gg—estrutura diferencidvel. Recipro-
camente, para toda a Qé}' -estrutura diferencidvel C em M, existe uma unica
folheacdo F de M, para a qual os sistemas de coordenadas distinguidos sao
os elementos de C.

Demonstracdo. Ja vimos que toda a folheacao determina uma G g—estrutura
diferencidvel. Reciprocamente, dada uma gg—estrutura diferencidvel C =
{(U, ¢)}, vamos associar-lhe uma folheagao de M.

Para isso, consideramos as placas ¢~ (RF x {c}), onde ¢ € R**. Como
M ¢é coberta pelas placas, podemos definir a relagdo de equivaléncia em M:

e p ~ ¢ se existe um caminho de placas Py,...,Pcomp € Py eq € P,.
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Seja F o conjunto das classes de equivaléncia. Vamos verificar que F é uma
folheacao de M.
Seja pg € M, e consideremos uma placa Py que contém py. Entao

Py = ¢~ (R* x {co}),

para um sistema de coordenadas (U, $) € C, onde ¢(pg) = (ag,co) € RF x
R4*. Vejamos que o sistema de coordenadas (U, $) é um sistema de coor-
denadas distinguido: Seja L € F uma classe de equivaléncia que intersecta
U. SepeUNL,entao ¢(p) = (a,c) € RF x R4 e temos que a placa
P = ¢~ (R" x {c}),

esté contida em L. Como P é conexa, é claro que P estd contida na com-
ponente conexa de L N U que contém p. Afirmamos que esta componente
conexa é precisamente P, donde resulta que (U, ¢) é um sistema de coorde-
nadas distinguido.

Seja ¢ € L N U um ponto da componente conexa que contém p. Vamos
mostrar que ¢ € P. Por definicdo de ~, existe um caminho de placas

P,....,P,compé€ Ppeq€ P, etal que P, C U. A cada placa P;
estd associado um sistema de coordenadas (U;, ¢;) € C, tal que

P= ¢, (R x {e}).

Podemos, ainda, assumir que Uy = U, ¢1 = ¢, P, = P e ¢; = ¢. Como
p2 00! € G¥, temos que:

P (RF x {co}) Ch3 ' odood ™t o (RF x {&}) = ¢ 1 (RF x {&}),

para algum ¢ € R4™%. Como P, N Py # ), e as placas ¢! o (R¥ x {c}) sdo
disjuntas, concluimos que ¢ = c¢; ¢ P» C P, = P. Por indugao P; C P, logo
q € P, como pretendido. O

Vimos acima, que um exemplo muito simples de folheagao é dada pelas
componentes conexas das fibras de uma submersao. De facto, toda a fol-
heagao F = {La}taca de M é, localmente, desta forma: para cada p € M,
podemos escolher um sistema de coordenadas distinguido

o=zt . 2kt R U - RY
e a projeccao nas ultimas (d — k)-componentes:
b=,y USRI

¢ uma submersao, cujas fibras sao as componentes conexas de L, NU. Ob-
serve que dado outro sistema de coordenadas distinguido

o= (zt,....z" g, ..., 57" . U - R,
com U NU # (), temos uma nova submersao
o= (7",...,59%) : U - RT*
Como a transformagao de coordenadas é da forma

$o ¢~ (z,y) = (hi(z,y), ha(y)),

40



onde ho é uma aplicacdo cuja matriz jacobiana

d—k
[ahg

oy’

1,7=1

tem rank d — k, concluimos que as submersoes ¢ e 1 diferem por um
difeomorfismo local: para cada p € U N U existe um difeomorfismo local
U : Rk 5 RIZF tal que

b =To,

numa vizinhanca U, C U N U de p.
Isto sugere uma nova definicao alternativa de folheacao:

Proposicao 5.7. Seja M wma variedade de dimensao d. Uma folheagao
F de dimensao k de M determina uma colec¢ao maximal {1;}icr de sub-
mersoes ; : U; — ]Rd_k, onde {U;}icr € uma cobertura aberta de M, que
satisfaz a sequinte propriedade: Para todo 0,5 € I e p € U;NUj, existe um
difeomorfismo local 1/1% de R tal que:

TIZ)] = ¢§)z © Q;Z)l',

numa vizinhanga Uy, de p. Reciprocamente, toda a colec¢ao deste tipo define
uma folheag¢do de M.

A demonstracio desta proposicdo serd deixada como exercicio.

Dada uma colecgao de submersoes {1); }icr, como na proposi¢ao, consid-
eremos, para cada par ¢,j € I, a aplicagao

¢ij : Ui NUj — Difjoc(RT), pr—s .
Esta aplicacao satisfaz
(5.2) (¢5i)~" = ¢ji em Ui N Uj,
e a condicao de cociclo:
(5.3) ¢ij 0 jr 0 i = 1 em U; NU; N U,

A possibilidade de associar um cociclo a uma folheacdo é um facto muito
importante, como veremos mais tarde aquando do estudo dos fibrados, na
Parte IV destas notas.

Vejamos agora algumas construgdes que nos permitem obter novas fol-
heagoes a partir de folheagoes conhecidas. Os detalhes sao deixados como
exercicio.

Produto de folheagoes. Sejam Fi e Fo folheacoes de My e My. Entao temos
uma folheacdo produto Fi x Fo de My x My: se Fi = {LS)}QGA e Foy =
{Lg)}ﬁeB, entao F1 X Fp = {Lg) X L(;)}(a,ﬁ)eAxB- Para esta folheagao

produto temos codim (F; x F2) = codim F; + codim Fs.
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Pull-back de uma folheacdo. Sejam M e N variedades diferencidveis, ® :
M — N uma aplicacao diferencidvel, e F uma folheagdo de N. Assuma-se
que ¢ é transversal a F, i.e., que para todoop € M

dp(I)(TpM) + T@(p)L = Tq;.(p)N,

onde L ¢é a folha de F que contém p. Entdo obtemos uma nova folheagao
®*(F) de M, em que as folhas sdo as componentes conexas de ® (L), com
L € F. Para esta folheagao temos codim ®*(F) = codim F.

Suspensao de um difeomorfismo. Seja ® : M — M um difeomorfismo. Na
variedade R x M temos uma folheacao F de dimensao 1, em que as folhas
sao os conjuntos R x {p}, com p € M. Em R x M temos uma ac¢ao de Z
definida por
n-(t,p) = (t+n,®"(p)).

Esta acgao transforma folhas de F em folhas de F, e o quociente N =
(R x M) /7 é uma variedade. Assim, obtemos uma folheacio F de N, cujas
folhas sao as classes [L] em N, com L € F. A esta folheagdo chama-se
suspensdo do difeomorfismo P.

As folheacoes surgem naturalmente em muitas construgoes de geometria
diferencial e veremos muitos outros exemplos de folheagbes nestas notas.

ExERcicIOS.
1. Mostre que as folhas de uma folheagao sao subvariedades iniciais.
2. Demonstre a Proposicao 5.7.

3. Sejam F; e F, folheagoes de M7 e Ms, definidas por familias de submersoes

{Ui, i) Yier e {(Vj,85)}jes. Mostre que {(U; x Vj,¥i X ¢;)}ijyerx. define
uma familia de submersoes associada a folheacao produto Fi x Fo de M7y X M.

4. Seja ® : M — N uma aplicacdo diferencidvel e F uma folheagdo de N.
Se F é definida por uma familia de submersoes {(U;, ¥;)}ier, mostre que ® é
transversal a F sse 1; o ® é uma submersao, para cada ¢ € I. Conclua que
®*(F) é a folheacio definida pela familia de submersoes {(®~1(U;), ;0 ®)}ies.

5. Seja F a folheacdo de Reeb de S3, e ® : S3 — N uma aplicacdo continua
constante em cada folha de F. Mostre que ® é constante.

6. Sejam F; e Fo duas folheagGes de uma variedade M com a propriedade:
T,M =T,LW + T,L®,  Vpe M,

onde L™ e L(?) sio as folhas de F; e F» que passam por p. Mostre que existe
uma folheacao F de M cujas folhas sao as componentes conexas de Lgl) N L§-2),
e que satisfaz codim F = codim F; + codim Fo.

7. Para uma folheacao F de M, designa-se por M/F o espaco das folhas com
a topologia quociente. Para cada um dos exemplos do texto, descreva explici-
tamente o espago das folhas.

(Nota: O espago da folhas é, frequentemente, bastante pobre. Uma boa parte
da teoria da folheagoes é dedicada a encontrar melhor modelos para M/F.)
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L1¢AO 6. QUOCIENTES

Ja vimos varias construgoes que produzem novas variedades a partir de
variedades conhecidas, tais como o produto cartesiano de variedades, ou a
imagem inversa de subvariedades por aplicagoes transversais. Uma outra
forma de produzir novas variedades é formando quocientes de variedades.

Seja M um espaco topolégico. Se ~ é uma relacao de equivaléncia em
M, vamos designar por M/ ~ o conjunto das classes equivaléncia e por
m: M — M/ ~ aaplicagdo que a p € M associa a sua classe de equivaléncia:
m(p) = [p]. Em M/ ~ consideramos a topologia quociente: um conjunto
V C M/ ~ é aberto sse 7~ 1(V) é aberto. Esta é a topologia mais fina em
M/ ~ para a qual a aplicacdo quociente 7 : M — M/ ~ é continua. Um
resultado basico sobre a topologia quociente, cuja verificagao deixamos como
exercicio, é o seguinte:

Lema 6.1. Seja M um espago topologico Hausdorff e ~ uma relagao de
equivaléncia em M, tal que w : M — M/ ~ é uma aplicagdo aberta para a
topologia quociente. Entao M/ ~ é Hausdorff sse o grdfico de ~, dado por

R={(p,q) e M x M :p~q},
€ um subconjunto fechado de M x M.

Seja, agora, M uma variedade e ~ uma relagdo de equivaléncia em M.
Gostarfamos, naturalmente, de saber quando é que existe um estrutura difer-
encidvel em M/ ~, compativel com a topologia quociente. Antes de enunciar
um resultado que fornece uma resposta completa a esta questao, precisamos
de uma definigao.

Recordemos que uma aplicacao continua ® : X — Y, entre dois espaco
topolégicos, diz-se prépriase ® }(K) C X é compacto para todo o conjunto
compacto K C Y. Se X e Y sao Hausdorff, uma aplicagdo prépria é,
necessariamente, uma aplicacao fechada.

Definicao 6.2. Uma subvariedade propria é uma subvariedade (N, ®)
de M em que ® : N — M ¢ uma aplicacdo propria.

Por um exercicio da Ligdo 3, uma subvariedade prépria é mergulhada.
Por outro lado, se ® : N — M é prépria, entdo a sua imagem ®(N) é
fechada. Reciprocamente, é ficil de ver que uma subvariedade mergulhada
e fechada, é uma subvariedade proépria.

Teorema 6.3. Seja M uma variedade e ~ uma relacdo de equivaléncia em
M. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

e

(i) Existe uma estrutura diferencidvel em M/ ~ tal que m: M — M/ ~ é
uma submersao.

(ii) O grifico de ~ € uma subvariedade prépria de M x M e a projec¢do
p1: M x M — M restrita o R € uma submersao.

R s MxM
AV K
M M

Demonstracao. Vejamos, separadamente, ambas as implicagoes.
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(i) = (ii). O gréfico da aplicagao quociente
G(m) ={(p,7(p)) :pE M}y C M x M/ ~,

¢ uma subvariedade prépria (ver Exercicio 2). Como Id x 7 : M x M —
M x M/ ~ é uma submersao, e

R = (Id x 7)""(G(m)),

vemos que R C M x M é uma subvariedade mergulhada e fechada, i.e., é
uma subvariedade proépria.

Por outro lado, a aplicacao (Id x 7)|gr : R — G(m) é uma submersao
e a aplicacdo G(m) — X, (p,7(p)) — p é um difeomorfismo. Logo a sua
composigao pi|R é uma submersao.

(ii) = (i). Dividimos a demonstracao em varios lemas. O primeiro lema
afirma que, localmente, podemos “endireitar” ~:

Lema 6.4. Para todo o p € M, existe um sistema de coordenadas locais
(U, (z,...,2%) centrado em p, tal que

Va.q €U, g~ g sse 2 (q) = 2"(d),... 2% (q) = 2(d),
onde k € um inteiro independente de p e d = dim M.

Para demonstrar este lema, seja A C M x M a diagonal. Temos que
ACRCMxM,com A e R ambas subvariedades mergulhadas de M x M.
Logo, A é uma subvariedade mergulhada de R.

Assim, para cada p € M, existe uma vizinhanca O de (p,p) em M x M e
uma submersao ® : O — R4 % onde d — k = codim R, tais que:

(¢,4) € ONR sse ®(q,q") = 0.

Note-se que k£ > 0, pois A C R e codim A = d.

A aplicagao g — ®(g,p) tem diferencial com rank méaximo em ¢ = p. De
facto, identificando T\, ) (M x M) = T,M x T,M, vemos que o diferen-
cial d;, ,)® ¢é zero no subespago formado pelos elementos da forma (v,v) €
T,M x T,M, e este subespaco é transversal ao subespago formado por ele-
mentos da forma (v,0) € T,M x T,M. Assim, existe uma vizinhanga V" de p
tal que V x V C O, e a aplicacao ¢ — ®(g,p) é uma submersao em V. Pela
forma candnica para submersoes, podemos assumir que existem coordenadas
locais (V,¢) = (V, (u,...,u* vt ... ,v97F)) centradas em p, tais que

Do (o7t xp V@, ... uk 0t R0, 0) = (). 0t R,
Nestas coordenadas, os pontos ¢ € V tais que ¢ ~ p sdo precisamente os
pontos que satisfazem v'(q) = 0,...,v97%(¢q) = 0.

Vamos escrever ® = ® o (¢~ x ¢~ 1). A aplicacio
R x REF S RYF | (u, 0, w) — ®((u, ), (0,w)),
satisfaz
®((u,v),(0,0)) = v.

Assim, a matriz das derivadas parciais 8@/81}7, (i,7 = 1,...,d — k), é
invertivel, e podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita, para concluir
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que existe uma funcio diferencidvel R¥ x RIF — RIF (4, w) — v(u,w),
com a propriedade de que:

~

O ((u,v), (0,w)) =0 sse v="uv(u,w).
Como v(0,w) = w é solugao desta equagao, por unicidade, temos que
#(0,w) ~ ¢(0,w'") sse w=w'
Isto mostra, ainda, que a aplicagao (u,w) — (u,v(u,w)) é um difeomorfismo
local. Existe, pois, um aberto U onde
(b, 2 = (bR et wd )

sao coordenadas locais. Nestas coordenadas, temos que

Vg, ¢ €U, g~q sse " (q) =" (q),...,x%q) = 2%(q),
0 que termina a demonstracao do lema.

Como as funcoes coordenadas z**1, ... z? dadas pelo lema, passam ao

quociente M/ ~, vamos considerar os pares da forma (7 (U), (zF*1,...,z%),
onde 7' é a fungao induzida por z* em 7(U).

Lema 6.5. A familia {(7(U),(z**,...,2%))} define em M/ ~ uma estru-
tura de espaco localmente euclidiano.

Primeiro observamos que m : M — M/ ~ é uma aplicagdo aberta. De
facto, para qualquer V' C M, temos que

7 (@ (V) = pilr((p2l )~ (V)
Mas, por hipdtese, pi|gr é uma submersao, logo é uma aplicagdo aberta.
Assim, se V' C M é aberto, entdo 7~ !(7(V)) também é aberto, donde con-
cluimos que (V') C M/ ~ é aberto.
Temos, pois, que os m(U) sao abertos. Como a aplicacao

(. ah) U — REF
¢é continua e aberta, segue-se também que a aplicagao induzida
(.52 m(U) —» RITK

é continua, aberta, e injectiva, i.e., ¢ um homeomorfismo para a sua imagem.

Mostramos ainda que:

Lema 6.6. A familia {(x(U), (z**1,...,29)} determina uma estrutura difer-
encidvel em M/ ~ tal que w: M — M/ ~ é uma submersao.

Consideremos dois sistemas de coordenadas na nossa familia:
(x(U), 6) = (x(U), @+, 7%) e
(x(V), ) = (x(V), (7, .., g%),
que correspondem a sistemas de coordenadas em M:
(U,¢) = (U, (z!,...,2%)) e
Vo) = (V. (y's o y%).
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A respectiva fungao de transicao

1; o (5—1 . Rd—k N Rd_k,
composta com a projeccio p : R — R4* nas tdltimas d — k componentes, é
dada por: o

pogd top=potpog .
Como o lado direito ¢ uma aplicagao diferenciavel RY — R4k segue-se que
a funcio de transicao v o ¢! é diferencidvel.

Para verificar que 7 : M — M/ ~ é uma submersao, basta observar que

nos sistemas de coordenadas (U, z', ..., 2%) para M e (n(U), (zF*1,..., z9))
para M/ ~, esta aplicac@o coincide com a projecgao p : R4 — Rk,

Para terminar a demonstracao, verificamos que
Lema 6.7. A topologia em M/ ~ é Hausdorff e possui uma base contdvel.

E claro que se M possui uma base contavel, entao a topologia quociente
também possui uma base contavel. Como o grifico de ~ é fechado em
M x M, M é Hausdorff e 7 é aberta, segue-se que M/ ~ é Hausdorff (cf. Lema
6.1).

O

Uma classe muito importante de relagdes de equivaléncia é dada pelas
acgoes de grupos de difeomorfismos. Fixemos uma ac¢ao de um grupo G
numa variedade M, i.e., um homomorfismo W : G — Dif(M), onde Dif (M)
¢é o grupo dos difeomorfismos de M. Também podemos ver uma ac¢ao como
uma aplicacao ¥ : G x M — M, que escrevemos (g,p) — g p, de forma que

g-p="(9)(p)

Como ¥ é um homomorfismo de grupos, obtemos:
(a) e-p=p, para todo o p € M;
(b) g-(h-p) = (gh) - p, para todo o g,h € G e p € M.
Reciprocamente, toda a aplicacdo ¥ : G x M — M, com p — g - p difer-
encidvel para g € G, determina um homomorfismo ¥ : G — Dif (M).

O quociente G\ M é, por definigdo, o conjunto das classes de equivaléncia
associadas a relagdo definida por:

p~q <= dgeG: g=g-p.

Gostariamos, pois, de saber que condigoes deve satisfazer uma acgao para
que o quociente G\ M seja uma variedade.

Uma acgao livre é uma acgdo G x M — M em que todo o g € G — {e}
actua sem pontos fixos, i.e.,

g-p=pparaalgumpe M — g=e.
Designando por G, o subgrupo de isotropia do ponto p € M, i.e.,
Gp={9€G:g-p=p},

vemos que uma accao ¢ livre sse G, = {e}, para todo o p € M.
Estamos, ainda, interessados na seguinte classe de acgoes:
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Definicao 6.8. Dizemos que a ac¢ao ¥V : G x M — M € propriamente
descontinua se satisfaz as sequintes duas condigdes:

(a) Para todo o p € M, existe um vizinhanga U de p, tal que:
g-UnNU =0, VgeG-—G,.

(b) Se p,q € M ndo pertencem a mesma orbita, entio existem vizinhangas
UdepeV deq, tais que

g-UNV =0, Ygeq.

Temos entao:

Corolario 6.9. Seja ¥ : G x M — M wma acgdo livre e propriamente
descontinua dum grupo G numa variedade M. Entdo existe uma estrutura
diferencidvel em G\M tal que 7w : M — G\M ¢é um difeomorfismo local.

Demonstragao. Vamos verificar a condigao (ii) do Teorema 6.3.

Vejamos que R C M x M é uma subvariedade mergulhada. Como a
accao ¢ livre, a condicao (a) da Definigdo 6.8 mostra que, dado um ponto
(po, g0 - o) € R, existe um aberto U contendo py, tal que:

g-UNU =0, VgeG-—{e}.

Vemos imediatamente que

(Uxgo-UyNR={(q,90-q9):q€ U}
Assim, a aplicagao

U—=Uxg-UNR, q— (g9 ),
é uma parametrizagao de uma vizinhanga de (pg, go-po) em R (com a topolo-
gia relativa). Como este ponto era arbitrério, segue-se que R é uma variedade
mergulhada. Note-se, ainda, que a projeccao p; : M x M — M restrita a
R inverte estas parametrizagoes. Logo, p; restrito a R é um difeomorfismo

local.
Deixamos como exercicio verificar que a inclusao

R={(p.g-p):peM,geG} > MxM
¢é propria. O

Nas condigoes do coroldrio, é ficil de ver que a projecgao m: M — G\M
é, de facto, um revestimento. Assim, se M ¢é l-conexa, entdo M é um
revestimento universal de G\ M, e temos que m(G\M) ~ G.

EXEMPLO 6.10.
Seja M =S", com n > 1. Consideremos a ac¢do Zo X S™ — S™ defina por:

1 (0, xn) = £(z0, ..., T0).

Esta accao € livre e propriamente descontinua. Concluimos que o quociente
P = S"/Zs € uma variedade. Como S™, para n > 1, é 1-conexa, concluimos
ainda que esta aplicagao € um revestimento universal e que w1 (P") = Zo.

As acgOes propriamente descontinuas surgem naturalmente no estudo de

grupos finitos ou discretos (ver exercicios). No estudo de grupos continuos ha
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que considerar outras classes de accoes. Na préxima série de licoes, estudare-
mos acgoes de uma classe muito importante de grupos infinitos continuos,
os chamados grupos de Lie. Iremos estudar nessa altura outros exemplos de
quocientes.

EXERCICIOS.

1. Seja M um espaco topoldgico Hausdorff e ~ uma relacao de equivaléncia em
M, tal que w : M — M/ ~ é uma aplicacdo aberta para a topologia quociente.
Mostre que a topologia quociente em M/ ~ é Hausdorff sse o gréfico de ~ é
fechado.

2. Seja M um espaco topolégico Hausdorff e ~ uma relacao de equivaléncia em
M, tal que m : M — M/ ~ é uma aplicagao aberta, para a topologia quociente.
Mostre que M/ ~ é Hausdorff sse o grifico de ~ é um subconjunto fechado de
M x M.

3. Mostre que (N,®) é uma subvariedade prépria sse ® é um mergulho e
O(N) C M é fechado.

4. Seja ® : M — N uma aplicagao diferencidvel. Mostre que o seu grafico
G(®) ={(p,®(p)) :pe M} C M x N,

é uma subvariedade propria de M x N.

5. Na variedade R? — {0} considere a relacio de equivaléncia ~ em que as
classes de equivaléncia sao as componentes conexas das rectas horizontais y =
const. Mostre que no espaco quociente existe uma estrutura diferenciavel nao-
Hausdorff.

6. Se G x M — M é uma acgao livre e propriamente descontinua verifique que
a inclusao

R={(pg-p):peEM,ge G} - MxM
é propria.

7. Se G X M — M é uma acgao dum grupo finito G numa variedade compacta
M, mostre que a inclusao

R={(pg-p):peEMgeGt—MxM
é propria.

8. Mostre que uma acgao livre de um grupo finito G numa variedade M é
propriamente descontinua.

9. Seja F uma folheagdo de M e designe por M/F o espago das folhas. Dize-
mos que F é uma folheacao simples se para cada p € M existe um sistema
de coordenadas distinguido (U, ¢) com a propriedade de que toda a folha L
intersecta U no maximo numa placa. Mostre que F ¢é simples sse existe uma es-
trutura diferencidvel em M/F, em geral ndo-Hausdorff, para a qual a aplicagao
m: M — M/F é uma submersao.
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