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Resolugao abreviada

1. Considere a funcao

v — 4 €08 (%) se (z,y) # (0,0)
f( ay) { 1 ) Se(x,y):(070)

(3 val.) (a) Diga, justificadamente, se f é continua na origem.
Resolugao: A funcgao f é continua na origem sse

lim  f(z,y) = f(0,0).

(z,y)—(0,0)

Podemos comecar por analisar os limites direccionais:

. r3max , ma?
limcos| ————= | =limcos|{ — | =cos0=1.
70 2 + m222 70 1+ m?
Se existir limite de f na origem terd de ser 1. Como

2 2 2

:U3y x Tt +y
Rl |$y’m < |$Z/|W = |zy| = 0,
concluimos que o limite de f na origem é 1 e portanto a funcdo é continua na
origem.
(1 val.) (b) Calcule 21(0,0).
Resolugao:
h,0) — -1
98 0,0y = tim L0 =JO.0) ) cosO=1 60
Oz h—0 h h—0 h h—0
(3 val.) 2. Considere a funcio h(z,y) = (2% + xy?, log(ry)) e seja g : R? — R3 uma funcdo de
classe C! tal que
-1 1
Dg(2,0)=1] 2 0
0 1

Calcule a derivada de g o h no ponto (1, 1) segundo o vector v = (0, 1).

Resolugao: Uma vez que que h e g sao fungoes diferenciaveis, pelo teorema da derivagao
da funcao composta podemos concluir que g o h é diferencidvel e

Dy(goh)(1,1) = D(goh)(1,1) - v.



Temos

D(goh)(1,1) = Dg(h(1,1))Dh(1,1) = Dg(2,0)Dh(1,1)
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3. Considere o conjunto
M= {(z,y,2) €ER®: z = e¥ + cos(z + )}

(2 val.) (a) Mostre que M é uma variedade e indique a sua dimensao.

Resolucao: O conjunto M é o conjunto de nivel zero da funcdo de classe C*
definida por
F(x,y,2) = €Y+ cos(z +y) — 2.

A matriz jacobiana
DF(z,y,z) = |[—sen(zx +y) —sen(zx+y)+e’ —1]

tem caracteristica 1 para todos os pontos de R3, logo M é uma variedade de
dimensao 3-1=2.

(2 val.) (b) Determine o espago tangente a M no ponto (m,0,0).
Resolugao: Sabemos que uma base do espago normal a M no ponto (m,0,0) é
dada pelo vector DF (7, 0,0) = (0,1, —1). Logo os vectores v = (x,y, z) € T(; 9,0 M
do espaco tangente verificam

(0,1,71)'(5[),3},2):0<:>y*,2:0,

ou seja,
Tirp,00M = {(x,y,z) eR3 :y= z} )

(3 val.) (¢c) Mostre que M é o grafico de uma funcao y = f(x,z) numa vizinhanca do ponto
(7,0,0) e calcule %(W,O).
Resoluciao: A funcio F definida na resolucio da alinea (a) é de classe C!, satisfaz
F(m,0,0)=0¢e
oF

Fy(ﬁ’o’ 0) = (=sen(z +y) + €')(r00) =1 #0,



(3 val.)

(3 val.)

4.

5.

logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos concluir que M é o grafico de
uma funcido y = f(z, 2) de classe C' numa vizinhanca do ponto (,0,0). Temos

of s L oF B
a(ﬂ',()) = — ((9111(77',0,0)) g(ﬂ',0,0) =1.

Mostre que a area do maior rectangulo que pode ser inscrito na elipse
ae? +0*y2 =1, a,b>0

¢é dada por 2/(ab).

Resolugao: A area de um rectangulo inscrito na elipse com vértices nos pontos (+x, +y),
com z,y > 0, é dada pela funcao f(z,y) = 4zy. Aplicando o método dos multiplicadores
de Lagrange, devemos considerar a funcao

g9(x,y) = dzy + Ma’z® + b*y* — 1)

e resolver o sistema

4y + 2 a’x =0
= dx + 207y =0

{ Vzg(Qx, y)2=20
arrm+ byt =1 a’x?® + b%y? = 1.
Das duas primeiras equacoes podemos concluir que a?z? = b?y? e substituindo na tltima

equagao obtemos x = ﬁ ey = ﬁ. Portanto a maior &rea é dada por 2/(ab).

Seja u uma funcio de classe C? definida no disco unitario D = {(x,y) € R? : 224+¢% < 1}
tal que
0%u n 0%u
ox2  Oy?

Mostre que u tem um maximo em 9D = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}.

> 0.

Resolugao:

Como u é uma funcao continua e D é um conjunto compacto sabemos, pelo Teorema
de Weierstrass, que a fun¢éo u tem méaximo e minimo absolutos em D. Os extremos no
interior do disco correspondem a pontos de estacionaridade de u, que sao classificados
usando a matriz Hessiana:

d%u 0%u

oyor  Oy?

8277; 9u
H(l’,y) — ox 8y28x )

O trago da matriz Hessiana é a soma dos valores préprios e neste caso sabemos, por
hipétese que é positivo, portanto pelo menos um dos valores préprios é positivo. Logo
nao podemos ter um ponto de maximo no interior de D. Donde podemos concluir que
0 maximo pertence entao a fronteira de D.



