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Problema 1. Diga, justificando, quais das seguintes func¢oes sao transformagoes lineares.
a) T : R?* — R? tal que T'(x1,22) = (71 + 22,371 — T9)

b) T : R? — R? tal que T'(z1,72) = (1 + @9, 3z1 — 1)

c) T :R3 — R? tal que T'(x1, 12, 23) = (1 + Tow3, 523)

d) T : R? — R3 tal que T(zy,xs) = (x1 — X9, 372, 71 + Hxo)

Problema 2. Considere os vectores vi,Vva, vg do espaco linear W, e seja T : W — R3?
uma transformacao linear tal que

T(vi) = (1,—1,2), T(va) = (0,3,2) e T(vs) = (—3,1,2).

Encontre T'(2vy — 3va + 4vg).

Problema 3.
a) Considere {vy,va} base de R? onde vy = (1,1) e vo = (1,0). Seja T : R*> —» R? a
transformacao linear tal que T'(vy) = (1, —2) e T'(ve) = (—4,1). Encontre a férmula para

T(z1,x2) e use-a para calcular T'(5, —3).

b) Considere {vy, Vs, v3} base de R? onde vi = (1,2,1,), va = (2,9,0) e vz = (3,3,4).
Seja T : R?* — R? a transformagao linear tal que T'(vy) = (1,0) , T(v2) = (—1,1) e
T(vs) = (0,1). Determine a férmula para T'(x1,x2, 23) e use-a para calcular T(7,13,7).

Problema 4. Determine a matriz que representa cada uma das transformacoes lineares
abaixo, em relacao a base candnica no espaco de partida e a base candnica no espago de
chegada.

a) T(x1,x9) = (221 — 9, 21 + X2)

b) T(x1,22) = (71, 72)
c) T(xq,x9,23) = (21 + 229 + X3, T3)
d) T(Il, T, Ig) = (O, 0, 0, 0)

e) T(x17x27x37x4) - (1:4,$1,:E3,I2,x1 - .Tg)



Problema 5. Use a transformacao linear de multiplicacao por uma matriz para calcular
os seguintes transformados:

a) A reflexdo de (—1,2) relativamente ao eixo dos xz e a recta x = y;
b) A reflexao de (2, —5, 3) relativamente ao plano zy e ao plano yz;
¢) A projeccao ortogonal de (2, —5) no eixo dos zz e dos yy;

d) A projecgao ortogonal de (—2, 1, 3) sobre o plano xy e o plano xz;

e) A rotagao de (3, —4) em torno da origem no sentido contréario aos ponteiros do relégio
(sentido positivo) por um angulo de /2 e de 7/4.

Problema 6. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T($1,ZE2) = (ZE‘I — T9,Xq + 1'2).
Considere a base B = {vy, vy} de R? onde v; = (1,1) e vo = (—1,0).

a) Calcule, em relagdo a base B no espago de partida e de chegada, a matriz
A= M(T, B, B), que representa T relativamente a esta base.

b) Determine a matriz que representa T relativamente & base canénica de R
C' = M(T, BC, BC), e relacione-a com a matriz A através da matriz mudanga de base.

c¢) Represente o respectivo diagrama comutativo.

Problema 7. Seja T : R? — R? a transformacdao linear definida por

T(l’l, ZEQ) = (ZEl + 21‘2, —x, 0)
Considere as bases B; = {v1, vy} de R? e By = {uy,uz,uz} de R3 onde v; = (1,3) ,
vy = (—2,4),u; = (1,1,1), ug = (2,2,0) , e ug = (3,0,0).

a) Calcule, em relagao as base B; e Bs no espago de partida e de chegada, respectivamente,
a matriz A = M(T, By, By), que representa T relativamente a essas bases.

b) Determine a matriz que representa T relativamente s bases canénicas de R? e de R3,
B = M(T, BC, BC), e relacione-a com a matriz A através das matrizes mudanga de base.

c) Represente o respectivo diagrama comutativo.

Problema 8. Considere, no espago linear R3, a base canénica BC' = {ey, e, 3} , e a base

B = {(_17 17 1)7 (_17 _17 1)7 (07 07 1)}
a) Determine a matriz F' que realiza a mudanca de base de BC' para B.

b) Dado um vector u = €1 + x9ey + x3€3, isto é, de coordenadas (z1, g, x3) na base BC,
determine as suas coordenadas (y1, y2,y3) na base B.

c¢) Considere a transformacao linear T : R?* — R3, cuja representacao matricial na base
canodnica é

2 -4 -4
0 5 1
0 1 5

Determine a matriz que representa 7T’ na base B.



Problema 9. Sejam v; = (1,3) e vy = (—1,4), e seja

4= 2 3]

a matriz que representa a transformacao T : R*? — R? em relagao a base B = {v;,vs}.
a) Encontre as coordenadas de T'(v1) e de T'(v9) em relagao a base B.

b) Encontre as coordenadas de T'(v;) e de T'(v3) em relacdo & base candnica de R.

c¢) Encontre a matriz que representa T na base canénica de R?.

d) Encontre uma férmula para T'(x1, z3).

)
d) Use a férmula obtida em d) para calcular T'(1,1).

Problema 10. Sejam P, o espago linear real dos polinémios de grau < 2, e T : Py — Py
a transformacao linear definida por

T(1+t*)=2t, Tt =2t, e T(1+1t) =1
a) Determine a matriz A que representa T' na base canénica de Ps.

b) Determine a matriz B que representa 7' na base ordenada {1, 1+¢, 1+¢+¢*}. Indique
a matriz de mudanca de base, S, tal que B = S7'AS.

Problema 11. Seja V' o espago linear real das matrizes reais 2 x 2, de entradas a;;,
satisfazendo ay1 + ase = 0 € a2 + as; = 0. Considere as seguintes matrizes de V:

1 0 0 1
p=o ] o)
(a) Mostre que H e J sao linearmente independentes. Determine a dimensao e indique
uma base para V.

(b) Dada a transformacao linear 7" : V' — V definida por
TH)=J,T(J)=-H,

determine a matriz que representa 7' em relacao a uma base que contenha H e J.

Problema 12. a) Sejam 7': U — V e S : U — V duas transformagoes lineares, e seja r
um escalar. Mostre que T+ S e rT também sao transformacgoes lineares de U para V.

b) Sejam T : U — Ve S : V — W duas transformagoes lineares. Mostre que SoT : U — W
¢ uma transformacao linear.

Problema 13. Seja 7': U — V uma transformagao linear. Mostre que
a) O ntcleo de T' é um subespago linear de U.
b) A imagem de 7' é um subespago linear de V.

c¢) T ¢é injectiva se e s6 se o nucleo de T' ¢ {0}.



Problema 14. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(l’l, T, IL‘3) = (IL‘l - 25(72 + Zs3, 51’1 — T + 3[1)3, 41’1 + o + 2ZL‘3)

a) Determine o nicleo e a imagem da transformagao linear.
b) Indique um vector de R® que nao esteja na imagem da transformacao.

c¢) Verifique o teorema da dimensao.

Problema 15. Diga, justificando, em que casos se tem T} o Ty, = Ty o T:

a) T} é a projecgao ortogonal de (z,y) € R? no eixo dos zx, e Ty é a projeccao ortogonal
de (z,y) € R? no eixo dos yy;

b) T} ¢ a rotagao de (z,y) € R? num angulo 6; no sentido contrdrio ao dos ponteiros do
relégio, e Ty é a rotagao de (z,y) € R? num angulo 65 no sentido contrario ao dos ponteiros
do relégio;

c) Ty é a expansao de (x,vy,2) € R® num factor ¢ € R, e T é a rotagio de (z,y, z) € R
num angulo 6 no sentido contrario ao dos ponteiros do reldgio relativamente ao eixo dos
zz.

Problema 16. Determine o nicleo e a imagem da transformacao linear 75 077, e encontre
o transformado (75 o T7)(z,y), nos seguintes casos:

a) T1<x7y) = (2x,3y), Tg(m,y) = (:L’ -y, T+ 9)3
b) Ti(z,y) = (27, =3y, v +y), Ta(r,y,2) = (x —y,y + 2).

Problema 17. Sejam T; :R* - R? e Tp:R?* — R? tais que Ti(z,y) = (z +y,z —y) e

a) Mostre que T} e Ty s@o invertiveis.
b) Determine 77 (z, ), Ty '(z,y) e (ThoTy) *(z,y).
c) Verifique que (TpoT})™' = Ty o Tyt



